ПРОФИЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА - 8

Винник Н.Д., учитель математики МОУ «Медико-биологический лицей» г. Саратова

Пояснительная записка
Программа цикла элективных курсов ориентирована на учащихся 8-х классов, первого года предпрофильного обучения с различным уровнем подготовки. Количество часов на год: всего - 68 часов; в неделю - 2 часа

Цикл состоит из шести элективных курсов, которые логически связаны между собой и в то же время могут рассматриваться как отдельные и самостоятельные, причем, одни из них являются дополнительными и самостоятельными, то другие поддерживают соответствующие разделы государственной программы для 8-го класса.

Апробация представленных курсов проходила в течение 2005/06 и 2006/07 учебного года на базе медико-биологического лицея и подтвердила их эффективность.

Программа каждого курса, представленного в работе, содержит пояснительную записку, содержание обучения, тематическое планирование, список литературы и список методических разработок, сопровождающих курс.

Указанные в программе разработки представлены в приложениях и может рассматриваться как образовательный продукт для школьников.

Программы предусматривают решение большого количества задач повышенной сложности и направлены на формирование у школьников устойчивого навыка решения задач, имеющих широкий спектр содержания и уровня сложности.

Целью изучения данного цикла элективных курсов является повышение теоретических знаний курса алгебры, усиление роли теоретических обобщений и дедуктивных заключений. Это позволит учащимся при решении задач перейти с уровня формально-оперативных умений, полностью обеспеченным основным курсом, на более высокий уровень, позволяющий строить логические цепи рассуждений, делать выводы о выборе решения, анализировать и оценивать полученные результаты, что соответствует подготовки учащихся к информационно-технологическому профилю класса.

Безусловно, расширение и углубление знаний, предлагаемых данным циклом элективных курсов, повышает интерес у детей и мотивацию к дальнейшему изучению математики.

Степень с целым показателем (8 часов)

Пояснительная записка
Первый элективный курс «Степень с целым показателем» является самостоятельным и дополнительным для основной программы курса алгебры 8 класса. Его введение обусловлено расхождениями программ основного курса алгебры для 7-го класса для учебников различных авторов, так как в одних из которых данная тема представлена в 7-ом классе, а в других относится к курсу 8-го класса. В силу организационных причин (класс формируется из учащихся различных школ, которые занимались по разным учебникам) данная тема может быть потеряна для большинства учащихся и, следовательно, обязана входить в курс обучения. 

Содержание обучения.

Степень с целым показателем и ее свойства.

Преобразование выражений, содержащих степень с целым показателем.

Запись чисел в стандартном виде.

Тематическое планирование
	Тема
	Кол-во часов
	Формы работы
	Образовательный продукт
	Формы контроля
	Литература для учителя

	Степень с целым показателем и ее свойства.
	3
	Лекции.

Практикум по решению задач.
	Опорный конспект.
	Мат. диктант
	1. Н.Я. Виленкин и др. «Алгебра» 8, М., «Просвещение», 1995.

2. М.Л. Галицкий и др. «Сборник задач по алгебре» 8-9, М., «Просвещение», 2001.

3. Б.Г. Зив и др. «Алгебра 8», дидактические материалы, «ЧеРо на Неве», СПб., 2003.

	Преобразование выражений, содержащих степень с целым показателем.
	5
	Обучающие сам. работы и тестирование.
	Подборки задач с решениями различного уровня сложности.
	Сам. работа.

Тест 1.
	

	Запись чисел в стандартном виде.
	2
	Обучающие сам. работы и тестирование.
	Подборки КИМов.
	Контрольная работа №1.
	


Множества и операции над ними (10 часов)

Пояснительная записка
Второй элективный курс «Множества и операции над ними» является самостоятельным и дополнительным для основной программы курса алгебры, и нацелен на изучение систем и совокупностей уравнений и неравенств. Кроме того, в данный курс входит введение в теорию вероятностей.

Содержание обучения.

Множество. Элемент множества. Пустое множество. Конечные и бесконечные множества. Мера множества. Способы задания множества. Числовые множества. Множества событий.

Пересечение, объединение и разность множеств, их свойства. Подмножества. Понятия систем и совокупностей уравнений. Связь операций над множествами с операциями над событиями.

Отображения множеств, взаимно однозначное соответствие между множествами. Понятие о мощности множества. Принцип Дирихле.

Авторская методическая поддержка курса.

1. Разработка «Элементы теории множеств в школьном курсе математики».
2. Разработка «Вероятность и комбинаторика в школьном курсе математики».
Тематическое планирование
	Тема
	Кол-во часов
	Формы работы
	Образовательный продукт
	Формы контроля
	Литература для учителя

	Множество. Элемент множества. Пустое множество. Конечные и бесконечные множества. Мера множества. Способы задания множества.
	2
	Лекции.
	Опорный конспект.
	Мат. диктант
	1. Н.Я. Виленкин и др. «Избранные вопросы математики», фак. курс, 7-8, М., «Просвещение», 1978.

2. А.М. Пышкало и др. «Теоретические основы начального курса математики», М., «Просвещение», 1974.

3. И.А. Лавров и др. «Задачи по теории множеств», М., «Наука»,1984.

	Числовые множества. Множества событий.
	3
	Практикум по решению задач.
	Подборки задач с решениями различного уровня сложности.

Подборки КИМов.
	Сам. работа.
	

	Пересечение, объединение и разность множеств, их свойства. Подмножества. Понятия систем и совокупностей уравнений. Связь операций над множествами с операциями над событиями.
	3
	Обучающие сам. работы и тестирование.
	
	Тест 2.
	

	Отображения множеств, взаимно однозначное соответствие между множествами. Понятие о мощности множества. Принцип Дирихле.
	2
	
	
	Контрольная работа №2.
	


Делимость чисел (16 часов)

Пояснительная записка
Третий элективный курс «Делимость чисел» также является самостоятельным и дополнительным для основной программы курса алгебры, так как входит в обязательный стандарт образования, но в программе основного курса алгебры отсутствует. 

Содержание обучения.

Делимость целых чисел. Основные свойства делимости. Классификация целых чисел.

Деление с остатком, его свойства: разбиение множества целых чисел на классы по остаткам при делении на целое число. Простые числа и их свойства.

Признаки делимости на 7, 11, 13.

Периодичность остатка при делении степеней целого числа.

Основная теорема арифметики. НОД, НОК нескольких чисел, их свойства и связь.

Авторская методическая поддержка курса.

1. Разработка «Некоторые вопросы делимости чисел».
Тематическое планирование
	Тема
	Кол-во часов
	Формы работы
	Образовательный продукт
	Формы контроля
	Литература для учителя

	Делимость целых чисел. Основные свойства делимости. Классификация целых чисел.
	3
	Лекции.

Практикум по решению задач.

Обучающие сам. работы и тестирование.
	Опорный конспект.

Подборки задач с решениями различного уровня сложности.

Подборки КИМов.
	Мат. диктант

Сам. работа.

Тест 2.

Контрольная работа №2.
	1. Л.Я. Куликов. «Алгебра и теория чисел», М., «Высшая школа», 1979.

2. М.Л. Галицкий и др. «Сборник задач по алгебре» 8-9, М., «Просвещение», 2001.

3. Б.Г. Зив и др. «Алгебра 8», дидактические материалы, «ЧеРо на Неве», СПб., 2003.

4. В.А. Тулинов и др. «Арифметика», «Учпедгиз», 1963.

	Деление с остатком, его свойства: разбиение множества целых чисел на классы по остаткам при делении на целое число. Простые числа и их свойства.
	4
	
	
	
	

	Признаки делимости на 7, 11, 13.
	2
	
	
	
	

	Периодичность остатка при делении степеней целого числа.
	3
	
	
	
	

	Основная теорема арифметики. НОД и НОК нескольких чисел, их свойства и связь.
	4
	
	
	
	


Преобразование рациональных выражений (10 часов)

Пояснительная записка
Четвертый элективный курс «Преобразование рациональных выражений» содержит темы, которые служат расширению и углублению темы «Алгебраические дроби. Арифметические операции над алгебраическими дробями» основного курса в соответствии с целями и задачами предпрофильного обучения. 

Содержание обучения.

Дополнительные формулы сокращенного умножения: куб двучлена, квадрат алгебраической суммы нескольких слагаемых. Треугольник Паскаля для коэффициентов разложения (х+у)п.

Разложение многочленов на множители методом группировки и неопределенных коэффициентов. Формулы разложения на множители разности и суммы кубов, разности хп-уп и суммы х2п+1+у2т+1.

Деление многочлена на многочлен с остатком, теорема Безу, корни многочлена.

Авторская методическая поддержка курса.

1. Разработка «Многочлены» - электронная версия mnogochlen.htm
Тематическое планирование
	Тема
	Кол-во часов
	Формы работы
	Образовательный продукт
	Формы контроля
	Литература для учителя

	Дополнительные формулы сокращенного умножения: куб двучлена, квадрат алгебраической суммы нескольких слагаемых. Треугольник Паскаля для коэффициентов разложения (х+у)п.
	2
	Лекции.

Практикум по решению задач.

Обучающие сам. работы и тестирование.
	Опорный конспект.

Подборки задач с решениями различного уровня сложности.

Подборки КИМов.
	Мат. диктант

Сам. работа.

Тест 2.

Контрольная работа №2.
	1. Н.Я. Виленкин и др. «Алгебра» 8, М., «Просвещение», 1995.

2. М.Л. Галицкий и др. «Сборник задач по алгебре» 8-9, М., «Просвещение», 2001.

3. Б.Г.Зив и др. «Алгебра 8», дидактические материалы, «ЧеРо на Неве», СПб., 2003.

	Разложение многочленов на множители методом группировки и неопределенных коэффициентов.
	3
	
	
	
	

	Формулы разложения на множители разности и суммы кубов, разности хп-уп и суммы х2п+1+у2т+1.
	2
	
	
	
	

	Деление многочлена на многочлен с остатком, теорема Безу, корни многочлена.
	3
	
	
	
	


Преобразования графиков функций (10 часов)

Пояснительная записка
Пятый элективный курс «Преобразования графиков функций» содержит темы, которые служат расширению и углублению тем «Квадратичная функция. Функция 
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. Свойства квадратного корня» основного курса в соответствии с целями и задачами предпрофильного обучения.

Содержание обучения.

Теоремы о параллельных смещениях и отображениях графиков функций, относительно осей координат.

Порядок применения преобразований при их композиции.

Построения графиков уравнений, содержащих модуль.

Авторская методическая поддержка курса.

1.
Разработка «Преобразования графиков функций» - электронная версия preobras_gr.htm
Тематическое планирование
	Тема
	Кол-во часов
	Формы работы
	Образовательный продукт
	Формы контроля
	Литература для учителя

	Теоремы о параллельных смещениях и отображениях графиков функций, относительно осей координат.
	3
	Лекции.

Практикум по решению задач.

Обучающие сам. работы и тестирование.
	Опорный конспект.

Подборки задач с решениями различного уровня сложности.

Подборки КИМов.
	Мат. диктант.
Сам. работа.

Тест 2.

Контрольная работа №2.
	1. В.М. Бесчетнов «Математика», том1, курс лекций 7-11, М., «Демиург», 1994.

2. Г.В. Дорофеев и др. «Пособие по математике»,М., «Наука», 1972.

3. И.П. Гурский «Функции и построение графиков», М., «Просвещение», 1964.

	Порядок применения преобразований при их композиции.
	3
	
	
	
	

	Построения графиков уравнений, содержащих модуль.
	4
	
	
	
	


Параметр в алгебраических задачах (10 часов)

Пояснительная записка

Шестой элективный курс «Параметр в алгебраических задачах» является самостоятельным и дополнительным для основной программы курса алгебры и является практикумом по решению параметрических задач повышенного уровня сложности курса в соответствии с целями и задачами предпрофильного обучения.

Содержание обучения.

Линейные уравнения и неравенства с параметром.

Квадратные уравнения и неравенства с параметром.

Авторская методическая поддержка курса.

1 Курс «Как решать быстро»

2 Разработка урока «Расположение корней квадратного трехчлена относительно числа»

Тематическое планирование
	Тема
	Кол-во часов
	Формы работы
	Образовательный продукт
	Формы контроля
	Литература для учителя

	Линейные уравнения и неравенства с параметром.
	3
	Лекции.

Практикум по решению задач.
	Опорный конспект.
	Мат. диктант

Сам. работа.

Тест 2.

Контрольная работа №2.
	1. П.И. Горнштейн и др. «Задачи с параметрами», Киев, «Текст», 1992.

2. Г.А. Ястребинецкий «Задачи с парамет-рами», М., «Просвещение», 1986.

3. В.К. Марков «Метод координат и задачи с параметрами», М., Изд. МГУ, 1970.

	Квадратные уравнения и неравенства с параметром.
	7
	Обучающие сам. работы и тестирование.
	Подборки задач с решениями различного уровня сложности.

Подборки КИМов.
	
	


Элементы теории делимости (основные типы задач)

Раздел I. Простейшие свойства делимости.

Определение./операции деления/

Разделить целое число n на целое число m - значит найти целое число q, такое, что

mq=n (1).

Не для любых целых m и n существует такое q, что выполняется (1), но если q существует, то числа m и q называются делителями числа n.

При этом следующие предложения равносильны:

· Число n делится на m (обозначается n
[image: image3.wmf]M

m).

· Число m есть делитель числа n (обозначается: n:m=q).

· Число n есть кратное числа m (обозначается: n=mq).

Опираясь на основные законы сложения и умножения целых чисел, определения вычитания и деления, можно установить следующие простейшие свойства делимости.

1. Рефлективность:
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2. Транзитивность:
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Доказательство.

a
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|b=cp, тогда а=срq=c(pq).

Так как p(Z и q(Z, то pq=r и r(Z, следовательно, a=cr, то есть, а
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с.
3. Множество Z не замкнуто относительно операции деления, то есть а) результат деления целых чисел может не быть целым числом, и б) на ноль делить нельзя.

Доказательство А.
Здесь достаточно привести пример: 3/2 - не целое число.

Доказательство Б. проведем от противного.

Пусть 
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|a:0=c ( a=0(c=0 ( a=0 - противоречие, так как а - любое целое, отличное от нуля число.

4. a
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7. [(a
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с) и (b
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с)] ( (a ± b) 
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с.
Доказательство.

[(a
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с) и (b
[image: image26.wmf]M

с)] ( (q;р((|a=cq и b=ср.

Тогда a±b=c(q±р), причем q±р=r и r(Z. Тогда и a±b=cr ( (a±b):c=r ( (a±b)
[image: image27.wmf]M

c.
8. a
[image: image28.wmf]M

c ( (b(Z|(ab)
[image: image29.wmf]M

c.

Доказательство.

a
[image: image30.wmf]M

c ( (q(Z|a=qc.

Если b=0 ( ab=0 ( 0
[image: image31.wmf]M

c.

Если b(0 ( ab=(qc)b=q(cb)=q(bc)=(qb)c. Но qb(Z, значит, ab
[image: image32.wmf]M

c.
9. Если a делится на c и b не делится на c, то a±b не делится на с.

Доказательство проведем от противного.

Пусть (a±b)
[image: image33.wmf]M

c ( (q(Z|(a ± b)=cq, но a
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c ( (p(Z|a=cp, а a±b= cp±b. Сравнивая выражения для a±b, получим cp±b=cq ( ±b=c(q-р) ( b
[image: image35.wmf]M

c, что противоречит условию.

10. (a(0,b(Z|(a
[image: image36.wmf]M

b) ( (|a|(|b|).

Доказательство.
a
[image: image37.wmf]M

b и a(0 ( (c(Z|a=bc ( |c|(1, так как a(0. Тогда |a|=|b|(|c|(|b|(1=|b|, то есть |a|(|b|.

Из этих свойств вытекают следующие простые факты, полезные при решении задач.

· Произведение есть кратное каждого из множителей.

· Всякое кратное данного числа будет кратным каждого из делителей.

Чтобы разделить произведение нескольких множителей на данное число, достаточно разделить на это число один из множителей.

· Если n чисел a1 ,a2 ,...,an делятся на m, то и их линейная комбинация k1a1 +....+knan , где ki(Z, тоже делится на m.

Основные типы задач.

1. Записать множество (целых, натуральных) чисел, кратных р.

2. Будет ли сумма двух чисел четной (нечетной), если оба числа четные; нечетные; одно из них четное, а другое - нет.

3. Докажите, что 

а) 1+2+.....+98+99 делится на 50.

б) 13 +23 +...+983 +993 делится на 100.

4. Известно, что (ab+cd) делится на (a+c). Докажите, что (ad+bc) делится на (a+c), где a, b, c, d – целые числа.

5. Может ли квадрат целого числа оканчиваться на 7, 75, 3 и другие цифры и числа.

6. Число (17х+3у) делится на 61. Докажите, что (8х+5у) делится на 61.

7. При каких целых (натуральных) n число (2n+3)/(n+5) будет целым (натуральным).

8. При каких целых n число (n2+1)/(n-1) будет целым.

Раздел II. Деление с остатком.

Определение. Целое число а делится на целое b с остатком, если существуют целые числа q и r, такие, что a=b q+r и 0( r<|b|.

При этом называют q - неполным частным, r - остатком.

Теорема 1. Каковы бы не были целое неотрицательное число а и натуральное число b, существует частное q и остаток r от деления а на b.

Доказательство /существования неполного частного и остатка/.
Если a<b, тогда а=0 b + r , где r=a, q=0, причем 0(r<b. 
Если a=b, то a=1 b+0, где q=1; r=0 и 0( r<b.
Если a>b, то рассмотрим последовательность чисел b(1; b(2; …; b(q; b((q+1);…; b(a. Среди них будет наибольшее целое число, которое меньше или равно а.

Пусть это будет b(q. Тогда верны неравенства b(q(а и b((q+1)(а.

Обозначим а- b(q=r и докажем, что q - частное от деления а на b, а r - остаток. Если а- b(q=r, то а= b(q+r. Формула деления а на b с остатком получена, осталось доказать, что 0( r<b. Так как а( b(q, то а- b(q(0, то есть r(0. Так как b((q+1)(а, то b(q+ b(а, тогда b(а- b(q, то есть b( r.
Доказательство / единственности результата деления с остатком / - от противного.

Пусть мы имеем два различных представления числа а:

a=bq1+r1, где 0(r1<b и a=bq2+r2, где 0(r2<b, причем q1(q2 и r2(r1. Тогда b(q1–q2)=r2–r1.

Рассмотрим ограничения на r1, r2, q1, q2. Ясно, что 0(|r2–r1|<b и b|q1–q2|(b, следовательно, равенство b(q1–q2)=r2–r1 возможно только при r1=r2; q1=q2.

Следствия:

· Если при делении с остатком делимое и делитель делятся на одно и тоже число, то и остаток делится на то же число.

· Если остаток и делитель делятся на одно и тоже число, то и делимое делится на это же число.

Последняя теорема кроме следствий позволяет ввести понятие классов вычетов числа по модулю b, которые все множество целых чисел разбивают на конечное число классов, отличающихся друг от друга величиной остатка при делении чисел на b.

В общем случае (a(Z|a=qb+r, причем 0(r<|b|, следовательно, r может принимать значения 0;1;2;....;|b|-1. Тогда все множество Z можно разделить на |b| классов вычетов по модулю b, а именно

Z0b={a(Z|a=bq+0};Z1b={a(Z|a=bq+1};...; Zb-1b={a(Z|a=bq+b-1}.
Ясно, что любое целое число попадет в один и только в один из этих классов. Количество классов конечно и их легко исследовать при решении задач.

Пример 1. Число 2 делит Z на Z02={a|a=2n} и Z12={a|a=2n+1}, т.е. Z02-множество четных чисел и Z12-множество нечетных чисел.

Пример 2. Число 3 делит Z на Z03={a|a=3n}; Z13={a|a=3n+1} и Z23={a|a=3n+2}.

Раздел III. Простые, составные, взаимно-простые числа.

Определение. Число р называется простым, если множество его делителей равно А={±1;±p}. Если в множество делителей числа входят не равные ±1 и ±p, то число называется составным. Число 1 является особенным числом, так как имеет только один натуральный делитель.

Так число 29-простое, т.к. его делители: ±1; ±29, а число 15-составное, т.к. его делители: ±1; ±3; ±5; ±15.

Вывод: Составное число можно представить в виде произведения его делителей, причем все делители должны быть не больше самого числа, и таких представлений может быть несколько.

Например, 15=1 15=3 5=(-1) (-15)=(-3) (-5).

Классификация натуральных чисел по числу натуральных делителей.

1. Отдельно 1 - имеет точно один натуральный делитель.

2. р - простые числа - имеют точно два натуральных делителя 1; p.

3. q - составные числа, имеют больше двух натуральных делителей.

Свойства простых чисел.

1. Если p1 и p2 - простые и p1
[image: image38.wmf]M

p2 ( p1=p2.

2. (n(N и р – простого | (либо n
[image: image39.wmf]M

p, либо n и p не имеют общих делителей, кроме 1).

3. (a,b(N и p - простого|(ab
[image: image40.wmf]M

p и ((a
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p)) ( b
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p.

4. (a,b(N и р - простого|(ab
[image: image43.wmf]M

p) ( (a
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p или b
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p).

5. (n>1|(либо n-простое, либо n является произведением простых чисел).

6. Основная теорема арифметики: Любое n(N (n(1) единственным образом представимо в виде произведения степеней простых множителей: n=p1k(p2m(...(pqr, где р - простые, k, m, r - натуральные. Такое разложение при p1<p2<...<pq называется каноническим разложением составного числа на простые множители.
Основные теоремы о простых числах
Теорема 1. Множество простых чисел бесконечно (нет простого наибольшего числа).

Древние математики искали простые числа, используя решето Эратосфена, записывая числа в ряд и вычеркивая все те, которые делятся на 2, затем - на 3, на 5, и т.д., на все простые числа. При этом не вычеркнутыми останутся только простые числа.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 ...

Чем дальше от начала натурального ряда находится число, тем больше простых чисел должно быть меньше него. Значит, возрастет и количество простых делителей. Возникает вопрос: А не закончатся ли где-нибудь все простые числа? Теорема отвечает - нет.

Доказательство (от противного).

Пусть есть Pr - самое большое простое число, тогда до него встретится конечное число простых чисел P1, P2,...,Pr.

Рассмотрим число R=P1(P2(P3(...(Pr+1.

Ясно, что R>Pr, следовательно, оно должно быть составным, то есть должно делиться хотя бы на одно из чисел P1,...,Pr. Однако, при делении на любое Pi число R дает в остатке 1, следовательно, не делится на Рi. Таким образом, R - не составное, а простое. Получили противоречие, следовательно, простых чисел бесконечно много.

Теорема 2. Для любого натурального n можно найти натуральное число, имеющее n делителей.
Докажем, что если n - натуральное, а P - простое, то Рn-1 имеет ровно n делителей. Для этого рассмотрим множество делителей числа Рn-1. Оно состоит из  1,P,P2,P3,…,Pn-1 - всего n штук.

Теорема 3. (n(N, n>1|существует n подряд идущих натуральных чисел, среди которых нет ни одного простого.

Доказательство (иллюстративное).

Рассмотрим ряд чисел, который можно записать для любого натурального n: (n+1)!+2; (n+1)!+3;...; (n+1)!+(n+1). Поскольку (n+1)! содержит натуральные множители от 1 до (n+1), то каждое из чисел (n+1)!+р, для 2(р((n+1), будет делиться на р. Следовательно, ряд чисел (n+1)!+2; (n+1)!+3;...; (n+1)!+(n+1) дает n-подряд идущих чисел, среди которых нет ни одного простого.

Например, для n=1001 подряд идущие числа: 1001!+2
[image: image46.wmf]M

2; 1001!+3
[image: image47.wmf]M

3;…; 1001!+1000
[image: image48.wmf]M

1000; 1001!+1001
[image: image49.wmf]M

1001 - всего чисел n, и все они составные.

Теорема 4. Пусть n-составное и Р - наименьшее простое число, на которое делится n, тогда P2(n.

Доказательство. Если n-составное, то n=pk. Тогда, если k<P, то возникает противоречие условию, следовательно, k(P и kP>P2, значит n(P2.

Из теоремы вытекает алгоритм распознавания простого числа, когда надо проверить его делимость на все простые числа, квадрат которых не превосходит это число. Если хотя бы для одного числа деление имеет место, то число составное.

Теорема 5. Чтобы число р>3 было простым необходимо, чтобы оно могло быть представлено в одном из двух видов: p=6k+1 или p=6k-1.

Важно обратить внимание на то, что это условие-необходимое, но не достаточное. Это значит, что если число простое, то при делении на 6 оно будет давать остаток, равный 1 или 5,однако не все числа вида p=6k+1 будут простыми. Чтобы это увидеть достаточно привести пример: при к=8: 6·8+1=49 - составное; 6·8-1=47-простое. Но при к=5: 6·5-1=29 - простое и 6·5+1=31-простое.

Доказательство. Рассмотрим классы вычетов по модулю 6:

Z06={n|n=6k}, но 6к – составное;

Z16={n|n=6k+1} и для n=6k+1 ничего нельзя сказать о его делимости;

Z26={n|n=6k+2}, но 6k+2=2(3k+1) – составное;

Z36={n|n=6k+3}, но 6k+3=3(2k+1) – составное;

Z46={n|n=6k+4}, но 6k+4=2(3k+2) – составное;

Z56={n|n=6k+5}, но 6k+5=6(k+1)-1=6m-1-вопрос о делимости этого числа открыт.

Таким образом, классы Z06, Z26, Z36, Z46 целиком состоят из составных чисел, а простые могут находиться только в классах Z16 и Z56, т.е. могут быть представлены в виде p=6k±1.

Из этой теоремы следует весьма интересный факт: простые числа могут появляться парами, отличающимися друг от друга на 2, если для некоторого числа k простыми являются оба числа: 6k - 1 и 6k+1. Например: 11,13; 17,19; 29,31; 59,61. Такие пары чисел принято называть числами близнецами, т.к. они соответствуют одному значению k.

Задачи к разделу III.

1. Доказать, что при любом целом b число R=b(2b+1)(7b+1) делится на 3.

2. Доказать, что среди любых k последовательных чисел есть число, делящееся нацело на k.

3. Если целое число a не кратно 5,то одно из чисел (a2+1) или (a2-1) делится на 5.

4. Доказать, что квадрат нечетного числа при делении на 8 дает в остатке 1.

5. Доказать, что для любого натурального n:
1) n3-n делится на 6;


2) n3-n делится на 24.

6. При каких значениях n число n2-1 делится на 3?

7. Докажите, что n3+11n кратно 6 для любых n.

8. Докажите, что n3+3n2-n-3 делится на 48, если n-нечетно.

9. Известно, что a2+b2 делится на 3. Докажите, что тогда a и b тоже делятся на 3.

Раздел IV. Признаки делимости на 2, 4, 8, 5, 25, 125, 3, 9, 11. Алгоритм проверки делимости числа на 7, 11, 13.

Теорема 1. На 2 (или на 5) делятся те и только те числа, цифра единиц которых делится на 2 (или на 5) или число оканчивается нулем.

Теорема 2. На 4 (на 25) делятся те и только те числа, которые оканчиваются двумя нулями или последние две цифры которых выражают число, делящееся на 4 (или на 25).

Теорема 3. На 8 (или на 125) делятся те и только те числа, которые оканчиваются тремя нулями или последние три цифры которых образуют число, делящееся на 8 (или на 125).

Приведем здесь доказательство только признака делимости на 125.

Пусть p= 
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Представим число p в виде p=
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. Так как 1000 делится на 125, то для делимости р на 125 необходимо и достаточно, чтобы 
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Теорема 4. Для того чтобы натуральное число p делилось на 3 (или на 9), необходимо и достаточно, чтобы сумма всех цифр данного числа делилась на 3 (или на 9).

Доказательство проведем для делимости на 9.

Запишем для числа p=
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 разрядную сумму и получим: p=an10п+an-110п-1+ …+a3103+a2102+a110+a0. Заметим, что 
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+…+a0)+a0+… +an. Теперь если сумма цифр делится на 9, то оба  слагаемых делятся на 9 и, следовательно, все число p делится на 9.

Теорема 5. Если сумма цифр числа, стоящих на четных местах, равна сумме цифр того же числа, стоящих на нечетных местах, то это число делится на 11.

Заметим, что эта теорема дает достаточный признак делимости на 11, т.е. все числа, описанные в теореме, делятся на 11. Но если число на 11 делится, то оно не обязательно имеет равные суммы цифр, стоящих на четных и нечетных местах. Например, число 605=11·55 - делится на 11,но не подчиняется условиям теоремы 5.

Алгоритм проверки  делимости числа на 7, 11, 13.
Для формулировки алгоритма, заметим, что 7(11(13=1001, и все числа вида 
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 делятся на 1001. Тогда для числа 
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 достаточно рассмотреть разность 
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, которая равна 
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, и выяснить вопрос о ее делимости на 7, 11 или 13.

Основные типы задач.

1.
Докажите, что 10n+11 делится на 3; а 10n+107 делится на 9 для любого натурального n.

2.
В числе 4758967_ укажите последнюю цифру так, чтобы число делилось на 2, на 3, на 4, на 5, на 6, на 9, на 11.

Раздел V. НОД, НОК, и их связь.

До сих пор мы говорим о делимости одного числа на другое, но часто возникает необходимость рассмотрения двух и более чисел по отношению к некоторому делителю. Например, числа 15 и 21 имеют два общих натуральных делителя 1;3, а числа 16 и 48 в качестве общих натуральных делителей имеют числа 1,2,4,8,16,а числа 14 и 15 только один натуральный делитель, равный 1. Поэтому сразу возникают определения:

Определение 1. Общим делителем пары чисел (а;b) называется такое число d, которое делит а и делит b.

Определение 2. Два числа называются взаимно простыми, если они имеют один общий натуральный делитель, равный 1.

Определение 3. Если пара чисел (a,b) имеет несколько делителей, то наибольший из них называется наибольшим общим делителем и обозначается НОД(a,b). Если же числа a и b взаимно простые, то их НОД равен 1.

Свойства НОД(a,b).

1.
НОД(а;а)=а; НОД(а;1)=1.

2.
Если a и b - простые и a(b, то НОД(a,b)=1.

3.
Любая пара чисел (a,b) всегда имеет наибольший общий делитель.

Доказательство.

Все делители а должны быть не больше а. Все делители b должны быть не больше b, следовательно, a и b имеют конечное количество делителей. Тогда множество общих делителей, тем более, будет содержать конечное число делителей, из которых всегда можно выбрать наибольшее число.

4.
Если d=НОД(a,b), то a=dp1 и b=dp2,где p1, p2 - взаимно простые.

Доказательство.

Пусть р1 и р2 – не взаимно простые и имеют общий натуральный делитель k, отличный от 1. Тогда р1 =kr1, p2=kr2, и a=dkr1, b=dkr2. Следовательно, a и b имеют делитель dk, причем dk>d, и d(НОД(a,b) – противоречие. Значит, если d=НОД(a,b), то p1 и p2 не должны иметь общих натуральных делителей, кроме 1.

Приведем несколько правил нахождения НОД (a,b).

Правило 1.

Разложить а и b на простые множители и записать их каноническое представление: 
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. Следовательно, достаточно выписать произведение всех простых множителей в наименьшей степени.

Найдем НОД(6552;1716).

6552=2(2(2(3(7(13, а 1716=2(2(3(11(13. Выпишем общие простые делители: 2;2;3;13 и перемножим их. Следовательно, НОД(6552;1716)=2(2(13(3=156

Правило 2. (Алгоритм Евклида).

Сначала покажем, что НОД(a,b)=НОД(a-b;b).

Если d=НОД(a,b), то a=dp1 и b=dp2, тогда  a–b=dp1–dp2=d(p1–p2), но p1–p2(Z, следовательно, a–b
[image: image76.wmf]M

d. При этом других общих делителей у чисел a-b и b быть не может. Их доказанного свойства вытекает следующий алгоритм нахождения НОД двух натуральных чисел.

Выберем из пары (a,b)-наибольшее и (например, а) составим новую пару (а-b;b) – она будет иметь тот же НОД, что и (a,b). Из полученной пары опять выберем наибольшее число и составим пару из разности 2-го числа.

Каждый раз одно из чисел в паре будет уменьшаться. Это будет продолжаться не бесконечно, так как числа a и b - сами конечные. В итоге мы получим пару одинаковых чисел, которые и будут равны НОД(a,b).

Пример: Найдем НОД(6552,1716) по алгоритму Евклида.
	(6552  1716)
	6552-1716=4836

	(4836  1716)
	4836-1716=3120

	(3120  1716)
	3120-1716=1404

	(1404  1716)
	1716-1404=312

	(1404   312)
	1404-312=1092

	(1092   312)
	1092-312=780

	(780   312)
	780-312=468

	(468   312)
	468-312=156

	(156   312)
	312-156=156

	(156   156)
	


Получаем пару одинаковых чисел. Их НОД=156, следовательно, НОД(6552,1716)=156.

При рассмотрении пары чисел (a,b) мы искали делители этих чисел, но если a и b рассматривать не как делители, а как делимые, то оказывается, что чисел, делящихся на a и b бесконечно много.

Определение. Кратным числа а называется любое с, которое делится на а.

Кратное числа а всегда не меньше самого числа а, следовательно, множество кратных числа а - бесконечно.

Если рассматривать пару чисел (a,b), то каждое из этих чисел будет иметь свое множество кратных, и оба множества бесконечны. Причем в них обязательно найдутся одинаковые числа, так как числа вида nab, где п((, делятся как на а, так и на b. Следовательно, все числа вида nab кратные как а, так и b.

Причем, если среди общих делителей двух любых натуральных чисел может не быть ни одного, не равного единице, то одинаковых кратных всегда бесконечно много. Но все они не меньше, чем а и b. Следовательно, среди них можно найти самое маленькое, которое называется наименьшим общим кратным и обозначается НОК(a,b).

Определение. НОК(a,b) называется наименьшее из общих кратных чисел а и b.

Теорема о связи НОК и НОД двух чисел (без доказательства). Для любой пары натуральных чисел справедлива формула НОД(a,b)(НОК(a,b)=a(b.

Иллюстрация к теореме.

Если d=НОД(a,b), то a=dp1, b=dp2, следовательно, ab=dp1dp2, причем p1 и p2 взаимно простые числа.

Учтем, что d=НОД(a,b) и получим ab=НОД(a,b)dp1p2.

Рассмотрим теперь число dp1p2.

dp1p2=aр2, то есть кратно а, dp1p2=bp1, то есть кратно b, значит dp1p2 является общим кратным чисел а и b, а в силу взаимной простоты чисел р1 и р2 это кратное будет наименьшим.

Эту теорему можно использовать как правило нахождения НОК (а,b) по формуле.

Основные типы задач.

1. Найти НОД системы 2-х, 3-х и т.д. чисел.

2. Сложить обыкновенные дроби.

3. Укажите число делителей числа.

4. Нестандартные задачи.

5. Докажите, что 210+512 - составное число.

6. Пусть p>3 - простое число. Докажите, что а) p2-1 делится на 12 и делится на 24.

7. Докажите, что четырехзначное число, не имеющее делителей меньших 100,-простое.

8. Докажите, что число, состоящее из четного числа одинаковых цифр, кроме 11,- составное.

9. Найти a,b, если a+b=85, НОК(a,b)=102.

10. Докажите, что а) НОД(2n;2n+2)=2, б) НОД(n,n+k)=НОД(n;k).

11. Найдите НОД всех 6-тизначных чисел, состоящих из цифр 1,2,3,4,5,6 (без повторений).

Раздел VI. Операция сравнения по модулю числа.

Особый интерес представляют собой задачи на делимость выражений, содержащих целую степень целого числа. Для решения таких задач необходимо рассмотреть два вопроса: операцию сравнения двух чисел по модулю третьего числа и периодичность остатка при возведении в степень целого числа.

Определение. Если два числа имеют одинаковые остатки при делении на натуральное число m, то говорят, что a и b сравнимы по модулю m и пишут a(b(mod m).

Таким образом, a(b(mod m) ( a=k1m+r и b=k2m+r.

Свойства операции сравнения по модулю.

Теорема 1. Если два числа сравнимы по модулю m, то их разность делится на m без остатка, т.е. a(b(mod m) ( a-b(0(mod m) ( (a-b)
[image: image77.wmf]M

m.

Доказательство.

С одной стороны,
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С другой стороны, (a-b)
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m ( a(b(mod m). Таким образом, равносильность доказана.

Теорема 2. Сравнения можно почленно складывать, вычитать и умножать, то есть если a(b(mod m) и c(d(mod m), то (a+c)((b+d)(mod m), (a-c)((b-d)(mod m) и аc(bd(mod m).

Доказательство.

Если a(b(mod m), то a и b имеют одинаковые остатки при делении на m, обозначим остатки как r1.

Если c(d(mod m), то c и d имеют одинаковые остатки при делении на m, обозначим остатки как r2.

Тогда числа (a+c) и (b+d) будут иметь остатки, равные r1+r2, то есть будут сравнимы по модулю m.

Числа (a-c) и (b-d) будут иметь остатки, равные r1-r2, то есть будут сравнимы по модулю m, а числа (ac) и (bd) будут иметь остатки, равные r1r2, и будут сравнимы по модулю m.

Следствия из теоремы 2.

· Сравнения можно возводить в натуральную степень: если a(b(mod m), то an(bn(mod m), где n((.

· Любое слагаемое в сравнении можно переносить из одной части в другую с противоположным знаком: если a+b(c+d(mod m), то a(c+d-b(mod m).

· Обе части сравнения можно умножать на одно и тоже целое число: если a(b(modm), то an(bn(mod m).

· Сравнения по модулю позволяют строить сравнимые многочлены: если a(b(mod m), то knan+kn-1an-1+…+k1a+k0(knbn+kn-1bn-1+… …+k1b+k0(mod m), важно, чтобы коэффициенты при соответственных степенях были равны.

Безусловно, для сравнений можно записать еще несколько свойств, связывающих НОД и НОК двух или более чисел, но даже перечисленных свойств достаточно для решения целого класса интересных задач. Дополнительные свойства можно предложить ученикам для самостоятельной разработки в качестве проектной деятельности.

Основные типы задач.

1.
Найдите остаток от деления 520 при делении на 24.

Решение: Заметим, что 52=25(1(mod 24), следовательно, 520=2510(110(1(mod24), то есть 520(1(mod24) и остаток равен 1.

2.
Доказать, что 37n+2+16n+1+23n делится на 7 для n(N.

Решение: Рассмотрим каждое слагаемое суммы.

37=5(7+2, значит, 37(2(mod7), тогда 37n+2(2n+2(mod7).

16=2(7+2, значит, 16(2(mod7), а 16n+1(2n+1(mod7).

23=3(7+2, значит, 23(2(mod7), 23n(2n(mod7).

Тогда 37n+2+16n+1+23n ( 2n+2+2n+1+2n(mod7), но 2n+2+2n+1+2n=2n(22+21+20)=2n(7, то есть делится на 7.

Следовательно, 2n+2+2n+1+2n(0(mod7), тогда и 37n+2+16n+1+23n(0(mod7), то есть делится на 7.

3.
Доказать, что 3105+4105 делится на 181.

Рассмотрим 35=243=181+62, а 45=1024=181 5+119=181 6-62, следовательно, 35(62(mod 181), а 45(-62(mod 181). Тогда 3105((35)21(6221(mod181), а 4105=(45)21(-6221(mod181), значит, 3105+4105(6221-6221(0(mod181), то есть делится на 181.

4.
Доказать, что для любого натурального n и любых целых a и b разность a2n-b2n делится на (a+b), а сумма a2n-1+b2n-1 делится на (a+b).

Решение: Так как a+b(0(mod a+b), то a(-b(mod a+b) и a2n((-b)2n(mod a+b), значит a2n-b2n(0(mod a+b).

Так как a+b(0(mod a+b), то a(-b(mod a+b) и a2n-1((-b)2n-1(mod a+b), значит a2n-1+b2n-1(0(mod a+b).

5.
Докажите, что для любых целых a и b и натуральных n (7a+3)2n+1+(7b+25)2n+1 делится на 7.

Решение: По задаче 4 имеем (7a+3)2n+1+(7b+25)2n+1( (7a+3+7b+25)(mod7)(7(а+b+4)(mod7)(0(mod7), то есть делится на 7.

6.
Докажите, что 122n-11n делится на 133 для любого натурального n.

7.
Докажите, что 260+730 делится на 13.

8.
Может ли число вида 5n+1 делиться на число вида 5k-1,где n,k(N.

9.
Числа 2336,1988,1611 дают равные остатки при делении на натуральное число n>1. Найдите n.

10.
Докажите, что число 210+512 - составное.

Раздел VII. Периодичность остатка при возведении в степень целого числа.

Сначала найдем остатки от деления числа 2n на 5.

Будем выписывать остатки для каждого n, используя сравнения.

При
n=1 получим: 21(2(mod5)

n=2

22(4(mod5)

n=3

23(8(3(mod5)

n=4

24(16(1(mod5)

n=5

25(32(2(mod5)

n=6

26(64(4(mod5)

n=7

27(128(3(mod5)

n=8

28(256(1(mod5)

n=9

29(512(2(mod5).

Из полученных результатов легко видеть, что остатки повторяются, причем период в данном примере равен 4.

Теорема. Если при делении на число n последовательности степеней m (m1,m2,,m3,…,mр,…) случается повторение некоторого остатка, то все остатки, заключенные между двумя одинаковыми будут периодически повторяться.
Докажем, что если число mp при делении на n дает остаток k1, а число mр+1 при делении на n дает остаток k2, то для любой степени mq, которая дает при делении на n остаток k1, следует, что число mq+1 даст остаток k2 при делении на n.

Пусть mp(k1(mod n), а mp+1(m(k1(mod n)(k2(mod n).

Если теперь mq(k1(mod n), то mq+1(m(k1(mod n)(k2(mod n), то есть будет иметь остаток, равный k2. Таким образом, периодичность доказана. Заметим лишь, что в любой последовательности степеней одного числа при делении на любое натуральное n первое повторение состоится обязательно. Это следует из принципа Дирихле. Так как при делении на n значение остатка r должно удовлетворять неравенству 0( r<n, то r может иметь конечное число значений, равных 0; 1; 2;...;n-1, то есть всего n штук. Следовательно, по крайней мере, n+1-ый остаток должен быть повторным.

Следствия.
· Произведение n последовательных чисел делится на n.

· Длина периода остатков при делении на n последовательности степеней некоторого числа m не может превышать n.

Основные типы задач.

1.
Найдите остаток при делении 237 на 5.

Решение: Из предыдущей задачи мы видели, что при делении 2n на 5 период остатков равнялся 4, значит 237=236+1=24(9+1(21(mod5).

2.
Найти остаток от деления 3398 на 7.

Решение: Заметим, что длина периода остатков при делении на 7 не превышает 7, следовательно, легко установить период появления остатков. Надо двигаться до тех пор, пока не появится строка 3р(1(mod7) - это будет конец периода.

31 (3(mod7),

32 (2(mod7),

33 (6(mod7),

34 (4(mod7),

35 (5(mod7),

36 (1(mod7), длина периода оказалась равной 6.

Теперь найдем остаток от деления 3398 на 7, для этого представим 398=66 6+2, тогда 36(1(mod7), 366(6 (1(mod7), а 9(366(6(9(mod7)(2(mod7), т.е. остаток равен 2.

3.
Проверить, делится ли число 222555+555222 на 7.

Решение: Найдем остаток от деления числа 222 на 7, для этого распишем 222=7(31+5, тогда 222(5(mod7) и 222555(5555(mod7).

Теперь установим длину периода появления остатков при делении 5р на 7, длина не должна превышать 7.

51 (5(5(mod7)

52 (25(4(mod7)

25=7(3+4

53 (125(6(mod7)

125=7(17+6

54 (625(2(mod7)

625=7(89+2

55 (3125(3(mod7)
3125=7(446+3

56 (15625(1(mod7)
15625=7(2232+1, длина периода равна 6.

Значит 5555=56(92+3, следовательно, 5555(53(mod7)(6(mod7), а 222555(6(mod7).

Найдем остаток от деления 555222 на 7.

Так как 555=79 7+2, т.е. 555( 2(mod7),то 555222(2222(mod7).

Установим длину периода появления остатков при делении 2р на 7.

21 (2(mod7)

22 (4(mod7)

23 (8(1(mod7), длина периода равна 3.

Тогда 2222(23(74(20(1(mod7), значит 555222(1(mod7).

Складывая полученные сравнения, запишем 222555+555222(6+1(7(0(mod7), то есть число 222555+555222 делится на 7.

4.
Найти последнюю цифру числа 14999.

Решение: Последняя цифра числа - это остаток от деления числа на 10, следовательно, надо найти период появления остатков при делении 14 на 10:

141(4(mod10)

142(14(4(56(6(mod10)

143(14(6(84(4(mod10), длина периода оказалась равна 2.

Значит, если степень числа четная, то остаток равен 6, а если - нечетная, то остаток равен 4. Число 14999 имеет нечетный показатель степени и при делении на 10 дает остаток, равный 4. Последняя цифра исходного числа равна 4.

Раздел VIII. Решение линейных уравнений с целым коэффициентами в целых числах.

Сравнение по модулю позволяет часто решить линейное уравнение с целыми коэффициентами вида ax+by=c. Такие уравнения называются уравнениями Диофанта.

Покажем на примере решение такого уравнения.

Пусть надо найти все пары целых x, y, удовлетворяющих уравнению 7x-23у=131.

Поскольку 7х делится на 7, то в выражении 23у выделим часть, которая тоже будет делиться на 7. Тогда уравнение запишется в виде 7x-21y-2y=131 или 7(x-3y)-131=2y.

Так как левая часть уравнения равна правой, то они сравнимы по модулю 7. Тогда 7(x-3y)-131=2y(mod7), но 7(x-3y)(0(mod7), значит 2y(-131(mod7).

Представляя -131=-133+2=-7 19+2 получаем 2y=2(mod7), то есть y=1(mod7). Значит y=7k+1, где k(Z.

Подставим выражение, полученное для у, в исходное уравнение и получим:
7x-23(7k+1)=131;

7x=23(7k+131+23;

7x=7 23k+7 22, тогда x=23k+22.

Таким образом, решением уравнения 7x-23у=131 будут пары (23k+22; 7k+1, k(Z).

В общем виде решение уравнения Диофанта ax+by=c в целых числах с помощью сравнения по модулю можно описать следующим образом.

Пусть b(r1(mod a) и c(r2(mod a), тогда r1y(r2(mod a).

Если r2 делится на r1 и r2/r1= d, то y(d(mod a), тогда y=ak+d где k(Z.

Подставляя полученное выражение y через k в исходное уравнение можно получить выражение x через то же k. Тогда пары чисел (х;у) дадут общее решение уравнения Диофанта.

Однако, требование делимости r2 на r1 ограничивает применимость этого метода. Поэтому приведем метод, позволяющий решить уравнение ax+by=c, где a, b, c - целые, а коэффициенты a и b - взаимно простые в общем виде.

Сначала определим два новых понятия.

Определение. Пара чисел (x0,y0), удовлетворяющих уравнению ax+by=c, где a,b,c(Z, называется частным решением этого уравнения. А множество всех частных решений уравнения ax+by=c называется его общим решением.

Например, уравнение x-y=0 имеет частные решения (1;1);(2;2), а его общее решение имеет вид (n;n, n(Z).

Теорема. Если (x0;y0)-частное решение уравнения ax+by=c, причем a и b, взаимно простые, то совокупность пар (x;y), таких, что x=x0+рb и y=y0-ра, где р((, будет общим решением исходного уравнения.

Это значит, что, найдя одно частное решение уравнения Диофанта, можно легко записать и общее решение.

Доказательство.

Пусть нам удалось найти частное решение (x0;y0) уравнения Диофанта, тогда, подставив в него значения x0 и y0, мы должны получить верное числовое равенство ax0+by0=c.

Если (x;y) - общее решение уравнения Диофанта, то должно выполняться равенство ax+by=c. Вычтем из последнего равенства предыдущее и получим 

a(x-x0)+b(y-y0)=0;
a(x-x0)=-b(y-y0).

В последнем равенстве все числа - целые, а коэффициенты a и b взаимно простые, то есть не имеют натуральных общих делителей, отличных от 1. Это значит, что правая часть равенства, равная -b(y-y0), должна делиться на а. Но b на а не делится, значит (y-y0) обязан делиться на а. Тогда (y-y0)=ар, где р((. Тогда y=y0+ар.

Рассуждая аналогично, получим, что (x-x0) должно делиться на b, то есть x-x0=nb, где n((. Тогда x=x0+nb.

Найдем связь между n и р. Для этого подставим решение (x;y) в исходное уравнение ax+by=c. В результате получим a(x0+nb)+b(y0+aр)=c.

Раскроем скобки и запишем ax0+by0-c+anb+baр=0, где ax0+by0-c=0, так как (х0;у0) – частное решение уравнения.

Следовательно, anb+baр=0, откуда n+р=0 или р=-n.

Окончательно получим x=x0+рb и y=y0-рa. Теорема доказана.

Основные типы задач.

1.
Решить в целых числах уравнение 25x+16y=1.

Сначала покажем, как искать частное решение.

Из уравнения следует, что 
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, значит x нечетное. Обозначим x=2k+1, тогда 1-25x=1-25(2k+1)=-50k-24=-2(25k+12).

Чтобы 2(25k+12) делилось на 16, надо, чтобы 25k+12 делилось на 8.

Но 25k+12=3(8k+8+k+4, где 3(8k+8 на 8 делится. Значит, k+4 должно делиться на 8, то есть k=8р-4, тогда x=2(8р-4)+1, или x=16р-7, и при р=0 получим x0=-7, тогда y0=11.

Заметим, что частное решение можно легко найти подбором, если коэффициенты при переменных малы.

Следовательно, частное решение исходного уравнения - (-7;11).

Тогда общее решение вычислим по формулам x=x0+рb и 

y=y0-рa и получим (-7+16р; 11-25р), р(Z.

2.
Найти такое частное решение уравнения 3x+7y=28, что x0+y0 является наименьшим положительным числом.

Частное решение исходного уравнения легко подбирается: x0=0 и у0=4, тогда общее решение примет вид x=7k и у=4-3k
Найдем общее выражение суммы x+y=7k+4-3k=4(1+k).

Так как наименьшее положительное значение для 1+k>0 равно 1 и будет достигаться при k=0, то искомое частное решение уравнения при k=0 будет иметь вид (0;4).

Раздел IX. Нестандартные задачи теории делимости.

В этом разделе будут представлены несколько задач, при решении которых используются результаты теории делимости.

1.
Найдите остатки от деления целых чисел:

· n на n-1. Решение: Т.к. n=(n-1) 1+1, то остаток =1

· n на n-2. Аналогично, n=(n-2)+2, остаток равен 2.

· n2+n+1 на n-1. Решение: n2+n+1=n(n+1)+1, т.е. остаток равен 1.

· n3+100 на n+3.

Решение: n3+100=n2(n+3)-3n2+100=n2(n+3)-3n(n+3)+9n+100=n2(n+3)-3n(n+3)+9(n+3)-27+100=(n2-3n+9)+73, остаток равен 73.

Такое решение необходимо использовать, если школьники не умеют еще делить многочлены. Если же эта операция им знакома, то рационально ею воспользоваться.

2.
Найдите все целые n, при которых будут целыми а)
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Решение а): Чтобы число 
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 было целым необходимо и достаточно, чтобы (n-1) было делителем числа 1, значит, возможны два случая, когда n-1=1, тогда n=2, и n-1=-1, тогда n=0.

Решение б): Разделим n3+3 на n2+1 с остатком и получим 
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. Чтобы исходная дробь была целым числом необходимо, чтобы 
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 была целым. Это возможно, когда числитель по модулю не меньше знаменателя, то есть если n-3(n2+1 или 3-n(n2+1. Первое неравенство совокупности решений не имеет, а второе выполняется при -2(n(1. Следовательно, n может принимать значения –2,-1,0,1.

Проверка дает, что при всех этих значениях число 
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 будет целым.

Большой интерес представляет решение нелинейных уравнений с целыми коэффициентами в целых числах. Однако общих приемов решения таких уравнений нет. Покажем два способа, которые могут привести задачу к решению.

I способ состоит в разложении на множители левой части уравнения, содержащей переменные, когда правая часть есть число. Тогда перебором всех возможных значений множителей можно найти решение.

3.
Решите в целых числах уравнения.

· xy=x+y.

Преобразуем уравнение так, чтобы его правая часть была числом, а левая часть была разложена на множители.

xy=x+y ( xy-x-у+1=1 ( x(y-1)-(y-1)=1 ( (x-1)(y-1)=1.

Это равенство возможно в целых числах, когда в левой части имеем 1(1 или (-1)((-1). Так как уравнение симметрическое, то если пара чисел (a,b)-решение, то и пара (b,a)- тоже будет решением уравнения. Поэтому рассмотрим только два случая
1) x-1=1 и у-1=1, тогда x=2; y=2.

2) x-1=-1 и y-1=-1, тогда x=0; y=0.

Следовательно, решений два (0;0) и (2;2).

· x2-3xy+2y2=3.

Опять преобразуем уравнение так, чтобы его правая часть была числом, а левая часть была разложена на множители = (x-y) -xy+y x2-3xy+2y2=3 ( x2-xy-2ху+2y2=3 ( х(х-у)-2у(х-у)=3 ( (x-y)(x-2y)=3.

Так как 3=1(3=(-1)((-3)=3(1=(-3)((-1), то все решения уравнения запишутся в совокупности
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Значит, уравнение имеет 4 решения:(-1;-2);(5;2);(1;2);(-5;-2)

II способ основан на разумном переборе возможных значений переменных, когда нелинейное уравнение можно привести к уравнению эллипса в канонической форме.

В самом деле, если надо найти решение уравнения в целых числах вида 
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, то х и у могут принимать значения, удовлетворяющие неравенствам 
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. При переборе возможных значений переменной х достаточно ограничиться только неотрицательными в силу симметрии выражения относительно х и у.

4.
Решить уравнение x2-6x+4y2-16y=75 в целых числах.

Преобразуем уравнение к каноническому виду

x -6x+4y -16y=75 ( (x2-6x+9)-9+4(y2-4y+4)-16=75 (
( (x-3)2+4(y-2)2=102 ( 
[image: image91.wmf]1

5

)

2

(

10

)

3

(

2

2

2

2

=

-

+

-

y

x

 - это уравнение эллипса с центром в точке с координатами (3;2) и полуосями a=10; b=5.

Следовательно, 3-10(x(3+10 и  2-5(y(2+5. Поскольку количество значений переменной у меньше, то с учетом симметрии надо перебрать целые значения 2(y(7 и проверить на целочисленность х.

Если у=2, то х=-7 или х=13 - получили два решения (13;2) и (-7;2).
Если у=3, то целых решений нет.

Если у=4, то опять не получили целых решений.

Если у=5, то x=-5 или x=11 - получили два решения: (-5;5) и (11;5), которые в силу симметрии относительно у=2 дадут еще два решения (-5;-1) и (11;-1).

Если y=6, то x=-3 или x=9 - два решения (-3;6) и (9;6), но симметрия уравнения позволяет записать еще два решения: (-3;-2) и (9;-2).
Если у=7, то х=3, то есть получили одно решение (3;7), которое порождает симметричное (-3;3).

Окончательно выпишем все 12 решений:

(3;-3);(-3;-2);(9:-2);(-5;-1);(11;-1);(-7;2);(13;2);(-5;5); (11;5);(-3;6);(9;6);(3;7).

Вероятность и комбинаторика в школьном курсе математики

Часть 1. Элементы теории вероятностей.
I. Введение. Историческая справка.

Человека всегда интересовало, что его ждет впереди, какого результата надо ждать в той или иной жизненной ситуации. Еще первобытный вождь понимал, что у десятка охотников вероятность поразить копьем зубра гораздо больше, чем у одного. Поэтому и охотились тогда коллективно

Наверное, и такие древние полководцы, как Александр Македонский или Дмитрий Донской, не только уповали на доблесть и искусство воинов, но умели как-то оценить вероятность своего возвращения со щитом или на щите, знали, когда принимать бой, когда уклониться от него.

Позднее, с опытом, человек все чаще стал взвешивать случайные события, классифицировать их как невозможные, возможные и достоверные. Наиболее ярко случайные события проявляются в области азартных игр, где «наглядными пособиями» служат монета и игральная кость.

Интересно происхождение слова «азартный». Слово «азар» по-арабски означает «трудный». Так арабы при бросании нескольких костей называли комбинацию очков, которая могла появиться единственным образом. Например, при бросании двух костей «трудным» («азар») считалось появление 12-ти или 2-х очков.

В 1494 году итальянский математик Пачиолли в своем энциклопедическом труде по математике разобрал ситуацию, решение которой продолжалось 150 лет.

Два игрока договорились играть в кости до тех пор, пока одному из них удастся выиграть m партий. Но игра была прервана после того, как первый выиграл а(а<m), а второй- b(b<m) партий. Как справедливо разделить выигрыш? Сам Пачиолли предлагал разделить ставку в отношении a:b. Спустя 50 лет другой итальянский математик Д. Кардано справедливо подверг критике решение Пачиолли, но сам предложил ошибочное решение. Только через 100 лет после этого задача была решена в ходе переписки двух великих математиков Б.Паскаля и П.Ферма в 1654 году.

Паскаль решил задачу для m=3, а=2, b=1. 

Допустим, что игра прервана, когда у первого игрока две выигрышные партии, а у второго - только одна. Как делить ставку сейчас неясно, но все бы упростилось, если бы была сыграна еще одна партия. В самом деле:

1. Если эту партию выиграет первый игрок, то он наберет заветное число m=3 выигрышей и получит всю ставку;

2. Если эту партию выиграет второй игрок, то оба игрока наберут по два выигрыша и справедливо разделить ставку пополам.

Возможности у этих исходов одинаковы, следовательно, первый игрок получает либо весь выигрыш, либо его половину. Это, в среднем, даст (1+0,5)/2=0,75 ставки. У второго игрока возможности скромнее: он либо ничего не получает, либо получает половину. В среднем, это даст (0+0,5)/2=0,25 ставки. Поэтому ставка должна быть разделена в отношении 3:1 (а не как предлагал Пачиолли 2:1). В этой задаче мы сталкиваемся с понятиями случайной величины и ее математического ожидания. Настало время определить понятия теории вероятностей.

II. Некоторые понятия теории вероятностей.

Испытание - это совокупность условий, в которых может осуществляться данное событие.

Событие - это исход наблюдения или испытания (При нагревании проволоки - ее длина увеличилась; при бросании кости - выпали 4 очка; при выборке 4-х карт из колоды - вынули 4 валета).
Случайное событие - это событие, которое при реализации данного опыта может произойти, а может и не произойти. (При подбрасывании монеты «герб» может выпасть, а может и не выпасть; при осмотре почтового ящика может быть обнаружено письмо, но его может и не быть).
Пространством элементарных событий или генеральной совокупностью называют множество всех событий, которые могут произойти в данном опыте, а каждое из этих событий называют элементарным. (При бросании кости могут выпасть очки от 1 до 6, следовательно, пространство элементарных событий Е={1;2;3;4;5;6}).
Неэлементарное событие - состоит из одного или нескольких элементарных. (Событие А - выпадение четного числа при бросании кости, то есть А={2;4;6}) Таким образом, неэлементарное событие является подмножеством генеральной совокупности.

Если при n испытаниях событие А произошло m раз, то отношение m:n  называют частотой появления события А, причем ее величина всегда заключена между 0 и 1. Случайные массовые события обладают свойством устойчивости частоты: при большом числе испытаний частота появления некоторого события колеблется около некоторого числа, которое называют вероятностью появления события А и обозначается Р(А). Вероятность случайного события, как и его частота, заключена между нулем и единицей: 
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Достоверному событию (то есть событию, которое должно произойти при каждом испытании) приписывают вероятность 
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.(При подбрасывании монеты выпадает либо герб, либо цифра).
Невозможному событию (то есть событию, которое не может произойти ни при одном испытании) приписывают вероятность 
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.(При подбрасывании кости выпадает число 7).
События А и В называются несовместными, если они не могут произойти одновременно в одном и том же испытании (При подбрасывании кости выпадают одновременно числа 4 и 5).
Противоположными называют два события, образующие вместе все пространство элементарных событий. Событие, противоположное событию А, обозначают 
[image: image95.wmf]A

, а его вероятность равна 
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. (Если А - выпадение герба при подбрасывании монеты, то 
[image: image97.wmf]A

- выпадение цифры).
Равновозможными событиями называются такие события, любое из которых появляется не чаще другого при многократных испытаниях. (Если в ящике лежат три шара разного цвета, то выборка из ящика шара любого цвета - события равновозможные).
Несовместными называют такие два события А и В, пересечение которых является невозможным событием. (При бросании кости: А - выпадает число 3, В - выпадает число 6. Пересечение событий является невозможным, т.к. одновременно выпасть числа 3 и 6 не могут).
Совместные события А и В имеют по крайней мере одно элементарное событие, благоприятствующее А и В одновременно.

Определение. Вероятностью случайного события А называется отношение числа равновозможных элементарных событий, благоприятствующих этому событию, к числу всех равновозможных элементарных событий пространства Е, определяемого данным испытанием.

Задача № 1. Определить вероятность выборки одного туза из колоды, содержащей 36 карт.

Решение. Понимая вероятность как отношение числа благоприятствующих событий (их 4, т.к. благоприятствует выборка любого туза) к общему числу исходов, равному числу всех карт, т.е. 36 получаем, что искомая вероятность равна 1/9.

Задача № 2. В ящике 10 перенумерованных шаров с номерами 1,2,3,…,10. Вынули один шар. Какова вероятность того, что номер вынутого шара не превышает 10.

Решение. Так как номер любого шара, находящегося в ящике, не превышает 10, то число случаев, благоприятных событию, равно числу всех возможных случаев, т.е. Р(А)=1. В этом случае событие достоверно.

Задача № 3. В урне 5 белых и 10 черных шаров. Какова вероятность вынуть из урны синий шар?

Решение. Синих шаров в урне нет, следовательно, число благоприятных событий равно 0, а вероятность события тоже равна 0, т.е. событие невозможно.

Задача № 4. В урне 12 шаров: 3 белых, 4 черных и 5 красных. Какова вероятность вынуть из урны черный шар?

Решение. Число благоприятных событий равно 4, а число всевозможных исходов - 12, следовательно, Р(А)=4/12=1/3.

Задача № 5. В лотерее 2000 билетов. На один билет падает выигрыш 100 рублей, на четыре - выигрыш по 50 рублей, на десять - выигрыш по 20 рублей, на 20 - выигрыш по 10 рублей, на 165 - выигрыш по 5 рублей, на 400 - выигрыш по1 рублю. Остальные билеты невыигрышные. Какова вероятность выиграть по билету не меньше 10 рублей?

Решение. Здесь число благоприятных исходов равно числу билетов, выигрыш по которым не менее 10 рублей, т.е. равно 1+4+10+20=35. Число всех исходов равно 2000, а вероятность выиграть не менее 10 рублей равна 25/2000=0,0175.

Задача № 6. Окрашенный со всех сторон куб распилили на 1000 одинаковых кубиков, сложили в мешок и перемешали. Какова вероятность выборки кубика, окрашенного а) с трех сторон, б) с двух сторон, в) с одной стороны, г) совсем неокрашенного?

Решение. Общее число возможностей выборки кубика равно в этой задаче 1000, т.е. равно количеству кубиков в мешке. а) С трех сторон окрашены кубики, находящиеся в вершинах исходного куба. Их число равно 8, следовательно, вероятность выборки кубика, окрашенного с трех сторон равна 0,008. б) Число кубиков, окрашенных с двух сторон, равно произведению числа ребер куба на 8, т.к. из десяти кубиков каждого ребра крайние окрашены с трех сторон. Тогда общее число кубиков, окрашенных с двух сторон равно 96. Тогда вероятность выбора кубика с двумя крашеными гранями равна 0,096. в) Поскольку каждая грань исходного куба содержит 8х8=64 кубика с одной крашеной гранью, а число таких граней равно 6, то вероятность выборки из мешка кубика с одной окрашенной гранью равна 8х8х6/1000=0,384. г) Вероятность появления неокрашенного кубика можно вычислить как дополнительную. Она будет равна 1-(0,008+0,096+0,384)=0,512.

Приведенные задачи решаются достаточно просто, однако, часто подсчет способов выборки часто представляет серьезные трудности. Например: Найти вероятность того, что при случайной выборке все желтые шары лежат рядом, если в урне лежат три желтых, два красных и два синих шара? Без специальных знаний здесь не обойтись, поэтому мы переходим к части 2.

Часть 2. Элементы комбинаторики.
При решении многих практических задач приходится выбирать из некоторой совокупности объектов элементы, обладающие тем или иным свойством, располагать их особым образом, подсчитывать число способов выборки и расположения этих элементов и т.д.

Поскольку в таких задачах речь идет о различного рода комбинациях элементов, то задачи называются комбинаторными, а область математики, которая ими занимается - комбинаторикой.

Несколько примеров комбинаторных задач, хотя бы одно решение которых предлагается найти ученикам дома самостоятельно.

1. Расположить 10 точек и 5 отрезков так, чтобы на каждом отрезке было по 4 точки.

2. Расположить числа от 1 до 9 так, чтобы они образовали «магический квадрат», т.е. квадрат, в котором суммы по всем строкам, всем столбцам и обеим диагоналям одинаковы.

3. Найти все расположения восьми ферзей на шахматной доске, при которых ни один из них не может взять другого (т.е. не стоит с ним на одной диагонали, либо на одной вертикали, либо на одной горизонтали).

4. Узнать, сколькими способами можно из 7 мальчиков и 9 девочек выбрать команду для эстафетного бега, если в команду должны войти 4 мальчика и 4 девочки.

Основные определения и правила комбинаторики
Определение. Неупорядоченный набор m различных элементов, называется m-множеством А, а количество элементов в множестве называется его мерой и обозначается п(А)=m. Упорядоченный набор m элементов, каждый из которых пронумерован, называется кортежем длины m или вектором размерности m. Кортеж может иметь одинаковые элементы.

Обозначение m-множества:
А={a;b;c;…;z}; кортежа длины m: К=<a1;a2;a3;…;am>.

Основные отличия: Для различия множеств достаточно их различие по крайней мере одним элементом. Кортежи различаются порядком расположения их элементов.

Примеры:

1. Множество 25-ти учеников в классе является 25-множеством, так как они все различны и порядок в расположении учащихся несущественен.

2. Десятеричная запись числа (например, 34567654) является кортежем длины 8, так как каждая цифра числа обозначает число единиц соответствующего разряда. Произвольная перестановка элементов кортежа приводит к появлению нового числа. Например, числа 34567654; 56734546 и др. не равны между собой.

1. Правило суммы.

Правило суммы рассматривает следующую комбинаторную задачу: Сколько элементов содержится в объединении m-множества А и к-множества В? (обозначим объединение множеств через 
[image: image98.wmf]B
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Эта задача имеет однозначное решение, когда множества А и В не пересекаются. В этом случае 
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Это очевидное утверждение называют правилом суммы, которое может формулироваться двояко:

1. Мера объединения двух непересекающихся множеств равна сумме мер этих множеств.

2. Если можно выбрать к способами, а 
[image: image100.wmf]b

- m способами, причем любой способ выбора 
[image: image101.wmf]a

отличается от любого способа выбора, то выбор «или» можно сделать к+m способами.

На языке вероятностей правило суммы означает, что вероятность объединения попарно несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий.
Если пересечение множеств непустое (множества имеют одинаковые элементы), то имеет место равенство: 
[image: image102.wmf])
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, которое решается по-разному в различных случаях и легко иллюстрируются диаграммами Эйлера-Венна.
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Правило суммы можно распространить на любое количество множеств.

Доказательство этой формулы не приводится, а ее применение показывается на примере, который в сочетании с графической иллюстрацией делает ее простой и понятной.

Задача № 7. Сколько человек участвовали в прогулке, если известно, что 16 из них взяли с собой бутерброды с ветчиной, 24 - с колбасой, 15 - с сыром, 11 - и с ветчиной и с колбасой, 8 - и с ветчиной и с сыром, 1 - и с колбасой и с сыром, 6 - бутерброды всех трех видов, а 5 - вместо бутербродов взяли с собой пирожки?

Решение. Обозначим через А - множество участников, взявших с собой бутерброды с ветчиной, через В - с колбасой, через С - с сыром, через М - с пирожками. Тогда условие задачи запишется так:
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 EMBED Equation.3  [image: image104.wmf].
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Необходимо вычислить 
[image: image105.wmf]).
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 Рассмотрим области на диаграмме Эйлера-Венна, записывая внутри каждой количество людей, ее составляющее, т.е. ее меру:
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Области I, IV, VI, VII составляют множество А, области II, IV, V, VII составляют множество В, области III, IV, V, VII составляют множество С. Область VII есть пересечение А,В и С и его мера равна 6, V - пересечение С и В его мера равна 12-6=6, IV - пересечение А и В его мера равна 11-6=5, а VI - пересечение А и С его мера равна 8-6=2. Подсчитывая остатки в областях I, II, III, а затем, беря простую сумму полученного разбиения, находим число участников пикника, равное 3+7+1+2+5+6+6+5=25 человек.

Задача № 8. В урне 10 белых, 15 черных, 20 синих и 25 красных шаров. Вынули 1 шар. Какова вероятность, что вынутый шар а) белый? б) черный? в) синий? г) красный? д) белый или черный? е) синий или красный? ж) белый, черный или синий?

Решение. Число всевозможных исходов равно общему числу шаров: 10+15+20+25=70. Тогда Р(Б)=10/70=1/7, Р(Ч)=15/70=3/14, Р(С)=20/70=2/7, Р(К)=25/70=5/14. Применяя правило сложения, получим: Р(Б+Ч)=Р(Б)+Р(Ч)=1/7+3/14=5/14; Р(C+К)=Р(С)+Р(К)=2/7+5/14=9/14; Р(Б+Ч+С)=Р(Б)+Р(Ч)+Р(С)=1-Р(К)=1-5/14=9/14.

Задача № 9. Какова вероятность выпадения четного числа очков при бросании кости?

Решение. Выпадение четного числа складывается из выпадения чисел 2 или 4 или 6, вероятность каждого из которых равно 1/6. Тогда по правилу сложения вероятностей Р(А)=3/6=1/2.

Задача № 10. Выяснить, вероятность какого события выше: выбросить при метании двух костей 7 очков или 8 очков?

Решение. Так как кости не скреплены друг с другом, то выпадение любого числа очков 
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 для любой кости равновероятно. Общее число пар чисел, образующихся при метании двух костей – 36. Подсчитаем число благоприятных исходов для выпадения 7 очков: 1+6; 2+5; 3+4; 4+3;5+2; 6+1 - всего 6 исходов. Для выпадения 8 очков: 2+6; 3+5; 4+4; 5+3; 6+2 - всего 5 исходов. Таким образом, вероятность выпадения 7 очков Р(7)=6/36=1/6, а вероятность выпадения 8 очков Р(8)=5/36, т.е. вероятность выбросить 7 очков больше, чем вероятность выбросить 8 очков.

2. Правило произведения.

Правило произведения рассматривает следующую комбинаторную задачу: Сколько позиционно различных пар элементов (a,b) можно составить из элементов m-множества А и к-множества В (получившееся множество называется Декартовым произведением исходных множеств и обозначается как 
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Так как с каждым из п элементов множества А можно составить к пар, перебирая все элементы множества В, общее количество пар равно 
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Это утверждение называют правилом произведения, которое может формулироваться двояко:

1. Мера Декартова произведения двух множеств равна произведению мер этих множеств.

2. Если 
[image: image109.wmf]a

 можно выбрать к способами, а 
[image: image110.wmf]b

- m способами, то пару (
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,
[image: image112.wmf]b

) можно выбрать 
[image: image113.wmf]m

k

×

 способами.
На языке вероятностей правило произведения означает, что вероятность пересечения двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий. Причем, события А и В называются независимыми, если их вероятность не зависит от того, произошло или не произошло другое событие.

Как и правило суммы, правило произведения легко распространяется на любое количество множителей Декартова произведения.

Задача № 11. Имеется 5 видов конвертов без марок и 4 вида марок. Сколькими способами можно выбрать конверт и марку для посылки письма?

Решение. 20 способами, т.к. конверт выбирается пятью способами, марка - четырьмя, следовательно, для вычисления количества способов выбора пар «конверт с маркой» необходимо использовать правило произведения.

Задача № 12. В корзине лежат 12 яблок и 10 апельсинов. Ваня выбирает либо яблоко, либо апельсин, после чего Надя выбирает из оставшихся фруктов и яблоко и апельсин. Сколько возможно таких выборов у Вани и у Нади? При каком выборе Вани у Нади больше возможностей выбора?

Решение: Ваня может выбрать фрукт 22 способами (используем правило суммы). Если Ваня выберет яблоко, то по правилу произведения число выборов пары фруктов у Нади равно 11∙10=110. Если Ваня выберет апельсин, то число выборов пары фруктов у Нади равно 12∙9=108. Следовательно, у Нади больше возможностей выбора, если Ваня выберет яблоко.

Задача № 13. Монета подброшена два раза. Какова вероятность того, что оба раза выпадает герб?

Решение. Принимая вероятность выпадения герба при одном подбрасывании, равной 0,5, по правилу произведения получаем, что вероятность двукратного выпадения герба при двукратном подбрасывании монеты равна 0,25.

Задача № 14. Три стрелка стреляют по цели. Вероятность попадания в цель первым стрелком равна 0,75, вторым стрелком - 0,8, третьим стрелком - 0,9. Определить вероятность того, что все три стрелка одновременно попадут в цель.

Решение. Р(А)=0,75; Р(В)=0,8; Р(С)=0,9. Следовательно, Р(АВС)=Р(А)Р(В)Р(С)=0,75∙0,8∙0,9=0,54.

Задача № 15. В условиях предыдущей задачи найти вероятность того, что в цель попадает хотя бы один стрелок.

Решение. Будем искать вероятность дополнительного события, т.е. вероятность того, что ни один стрелок не попал в цель. 
[image: image114.wmf].
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Тогда вероятность одновременного промаха всех трех стрелков 
[image: image115.wmf].
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 Однако, поражение цели хотя бы одним стрелком является событием противоположным одновременному промаху всех стрелков, следовательно, искомая вероятность равна 1-0,005=0,995.

Основные формулы комбинаторики.

Определение. Пусть дано m-множество. Тогда перестановкой без повторений называется любой кортеж длины m, составленный из всех элементов этого множества, когда каждый элемент может выбираться только один раз.

Таким образом, каждая перестановка без повторений не имеет одинаковых элементов, т.к. целиком состоит из элементов множества, а между собой они различаются только расположением элементов.

Например, 3-множество {4,5,6} допускает кортежи <5,4,6> , <6,5,4> , <5,6,4>, которые являются перестановками без повторений.

Характерный пример перестановок без повторений - вся совокупность всех десятизначных номеров, в каждом из которых нет повторения цифр.

Число перестановок без повторений для m-множества обозначается как Рm.(Другими словами, число перестановок без повторений равно числу способов, которыми можно расположить элементы m-множества, выбирая каждый элемент только один раз).
Теорема 1. 
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. Число перестановок без повторений m различных элементов равно произведению чисел от 1 до m или m-факториал.

Доказательство: Рассмотрим число способов, которыми можно выбрать каждый из элементов кортежа-перестановки:

Для 1-ого элемента число способов равно m, для 2-ого - (m-1), для 3-его - (m-2), …, для последнего элемента, m-ного - 1. Чтобы найти число способов составления перестановок, надо перемножить количества способов выбора всех элементов. То есть 
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Определение. Два кортежа одинакового состава длины m, но с различным расположением элементов называются перестановками с повторениями, если каждый элемент может встречаться в кортеже любое количество раз.

Перестановка с повторениями является набором из нескольких элементов, каждый из которых может встречаться несколько раз.
Например, перестановками с повторениями являются кортежи <3,4,4,5,3,5,5,4,4> и <3,3,4,4,4,4,5,5,5>. Они имеют одинаковый состав, и различный порядок расположения элементов.

Чтобы записать число перестановок с повторениями для кортежа, элементы которого повторяются, необходимо учитывать, сколько раз каждый элемент в него входит. Если кортеж содержит k различных элементов, причем 1-ый из них входит в кортеж п1 раз, 2-ой – п2 раз, …, последний k-тый - пk раз, то число перестановок с повторениями обозначается как Р(п1,п2,…,пk).

Теорема 2. Число перестановок с повторениями 
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Доказательство: Рассмотрим число перестановок с повторениями, имеющих состав (п1,п2,…,пk). Перенумеруем все элементы кортежа. Теперь они имеют номера от 1 до п1+п2+…+пk и даже одинаковые элементы можно различить. 

Вычисляя количество перестановок без повторений номеров элементов, получим общее число перестановок всех членов кортежа, равное по теореме 1 - (п1+п2+…+пk)!. Однако, перестановки одинаковых элементов в этом кортеже неразличимы, следовательно, число различимых способов будет меньше в число перестановок без повторений для п1-множества. п2-множества, …,пk--множества, то есть в п1!п2!…пk! раз  Что и требовалось доказать.

Задача № 16. Сколькими способами можно составить четырехцветный флаг из горизонтальных полос, имея четыре различных цвета?

Решение. Различные флаги будут отличаться друг от друга только порядком цветов. Их число равно числу перестановок без повторений из четырех элементов, т.е. Р4=4!=24.

Задача № 17. Сколькими способами можно расставить белые фигуры (2 коня, 2 слона, 2 ладьи, ферзя и короля) на первой линии шахматной доски?

Решение. В этой задаче надо найти число кортежей длины 8, имеющих заданный состав (2,2,2,1,1). Число таких кортежей (т.е. перестановок с повторениями) равно: 
[image: image119.wmf].
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Задача № 18. Из квадратиков с буквами сложили слово «Миссисипи», после чего квадратики положили в мешок и перемешали. Какова вероятность, что после поочередного извлечения квадратиков из мешка получится то же самое слово?

Решение. В данном случае равновероятными исходами являются появления любых перестановок с повторениями из одной буквы «М», 4-х букв «И», 3-х букв «С» и одной буквы «П». Число таких перестановок равно 
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.Поэтому вероятность получения слова «Миссисипи» равна 1/2520.

Задача № 19. Из коробки, содержащей карточки с буквами а, к, о, р, р, т, т, извлекают одну за другой буквы и располагают в порядке извлечения. Какова вероятность, что получится слово «трактор»?

Решение. Так как общее число карточек равно 7, то их можно расположить 7! Способами. Поскольку обе буквы т и обе буквы р можно менять местами, не изменяя слова, то слово «трактор» получится 2! 2!=4 раза. Искомая вероятность равна 4/7!. Иначе тот же результат можно было бы получить, заметив, что в результате извлечения карточек мы получаем перестановку с повторениями состава (2,2,1,1,1), причем все такие перестановки имеют одну и ту же вероятность. Так как число таких перестановок равно Р(2,2,1,1,1), то вероятность каждой из перестановок равна 1/P(2,2,1,1,1)=4/7!.

Задача № 20. Таня и Ваня договорились встречать Новый год в компании из 10 человек. Они оба очень хотели сидеть за праздничным столом рядом. Какова вероятность исполнения их желания, если среди их друзей принято места распределять путем жребия?

Решение. 10 человек могут усесться за стол 10! Разными способами. Таня и Ваня, сидя рядом, могут занять 20 разных равновозможных позиций, а восьмерка их друзей может сесть за стол 8! разными способами. Таким образом, благоприятных событий 20*8!, а вероятность исполнения желания Тани и Вани равна 20*8!/10!=2/9.

Задача № 21. В урне лежат три желтых, два красных и два синих шара. Найти вероятность того, что при случайной выборке все желтые шары лежат рядом.

Решение. Общее число исходов в этой задаче равно числу кортежей длины 7, имеющих заданный состав (3,2,2). Число таких кортежей (т.е. перестановок с повторениями) равно: 
[image: image121.wmf].
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 Чтобы найти число благоприятных исходов, мысленно склеим желтые шары и вычислим число кортежей длины (1,2,2), которое равно Р(1,2,2))=5!/(1! 2! 2!)=30. Искомая вероятность равна Р(3,2,2)/Р(1,2,2)=30/210=1/7.

Задача № 22. Сколькими способами можно расположить на шахматной доске 8 ладей так, чтобы они не могли взять друг друга?

Решение. Ясно, что в этом случае на каждой горизонтали и каждой вертикали шахматной доски может быть расположено только по одной ладье. Число возможных позиций - число перестановок из 8 элементов: Р8=8!=40320.

Задача № 23. На четырех карточках написаны цифры 3,7,7,5. Какова вероятность того, что при случайном образовании четырехзначного числа получится число, состоящее из одинаковых цифр?

Решение. Общее число исходов равно количеству четырехзначных чисел, которые можно образовать из цифр 3,7,7,5. Это число равно Р(1,2,1)=4!/(1! 2! 1!)=12. Количество благоприятных исходов равно 3, так как чисел с одинаковыми цифрами можно образовать только 3: 3333,7777,5555. Тогда искомая вероятность равна Р=3/12=1/4.

Определение: Размещениями без повторений из n элементов по m называются такие выборки, которые, имея по m элементов, которые выбираются без повторений из элементов данного n-множества, отличаются одна от другой либо составом элементов, либо порядком их расположения.

Размещениями без повторений являются кортежи, составленные из различных элементов множества. То есть, каждый элемент размещений без повторений выбирается только один раз и к следующим выборкам не допускается.

Характерный пример размещений без повторений - вся совокупность трехзначных номеров, составленных из всех десяти цифр, в каждом из которых нет повторения цифр.

Теорема 3. Число размещений без повторений из n элементов по m будем обозначать как 
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 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf])!

(

!

)

1

(

)

2

)(

1

(

m

n

n

m

n

n

n

n

A

m

n

-

=

+

-

-

-

=

L

.

Доказательство: Пусть имеем n элементов. Первый элемент можно выбрать n способами. Второй приходится выбирать из оставшихся n-1 элементов, поэтому второй элемент можно выбрать n-1 способом. Тогда по правилу произведения пары двух элементов можно образовать n(n-1) способами. Третий элемент придется отбирать из числа оставшихся n-2 элементов. Это можно сделать n-2 способами, Тогда опять по правилу произведения тройки элементов можно образовать n(n-1)(n-2) способами. Аналогично, четверки можно образовать n(n-1)(n-2)(n-3) способами, а размещения по элементов n(n-1)(n-2)…(n-m+1) способами. Таким образом 
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. Умножая и деля правую часть на произведение (n-m)(n-m-1)(n-m-2)…3.2.1, получим 
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. Что требовалось доказать.

В случае m=n такие размещения становятся перестановками без повторений, т.е. 
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Определение: Размещениями с повторениями из n элементов по m называются такие выборки, которые, имея по m элементов, выбранных из элементов данного n-множества, отличаются одна от другой либо составом элементов, либо порядком их расположения.

Размещениями без повторений являются кортежи, составленные из элементов множества таким образом, что каждый элемент размещений с повторениями после выборки допускается и к следующим выборкам.

Характерный пример размещений с повторениями - вся совокупность трехзначных номеров, в каждом из которых нет ограничений на повторяемость цифр.

Теорема 4. Число размещений с повторениями из n элементов по m будем обозначать как 
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Доказательство: Пусть имеем n элементов. Первый элемент можно выбрать n способами, причем после выборки этот элемент возвращаем назад. Тогда второй опять выбираем из n элементов, возвращая его назад, поэтому второй элемент можно выбрать n способом. Проводя рассуждения m раз, получим, что 
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Задача № 24. Какова вероятность того, что ребенок, располагая четырьмя буквами «м, м, а, а», случайно составит слово «мама»?

Решение. Вероятность выбора первой буквы «м» равна 0,5. Выбор первой буквы «а» произойдет с вероятностью 2/3, т.к. из оставшихся букв имеем две буквы «а» и одну «м». Вторая «м» выбирается опять с вероятностью 0,5, а последняя «а» - с вероятностью 1. Тогда по правилу произведения вероятностей, искомая будет равна 0,5х0,5х2/3=1/6.

Задача № 25. Сколькими способами можно составить флаг, состоящий из трех горизонтальных полос различного цвета, если имеется ткань пяти различных цветов? Какова вероятность изготовления красно-сине-белого флага, если кроме этих цветов имеется еще два?

Решение. Обозначим пять имеющихся цветов цифрами 1, 2, 3, 4, 5. Тогда любой флаг «зашифровывается» кортежем из трех различных цифр. Поэтому общее число трехцветных флагов равно числу размещений без повторений из 5 по 3, то есть 
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. Число благоприятствующих событий равно количеству красно-сине-белых флагов, т.е. равно числу перестановок без повторений из трех элементов или Р3=6. Тогда вероятность изготовления красно-сине-белого флага, если кроме этих цветов имеется еще два, равна 6/60=0,1.

Задача № 26. Пятнадцать занумерованных биллиардных шаров разложены по шести лузам. Сколькими способами это можно сделать?

Решение. Поставим каждому числу от 1 до 15 в соответствие номер лузы, в которую положен шар, номер шара равен этому числу. Получим кортеж длины 15, составленный из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 (номеров луз). Число таких кортежей равно числу размещений с повторениями по 6 из 15, т.е. равно 
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Определение: Сочетаниями без повторений из n элементов по m называются такие размещения без повторений из n элементов по m, которые отличаются одно от другого хотя бы одним элементом.

Таким образом, сочетания без повторений - это не кортежи, а подмножества, составленные из различных элементов множества, значит, порядок расположения элементов в сочетаниях несущественен, при этом каждый элемент сочетаний без повторений выбирается только один раз и к следующим выборкам не допускается.

Характерный пример сочетаний без повторений - всевозможные варианты состава делегации в количестве, например, трех человек от коллектива, в котором 10 человек.

Теорема 5. Число сочетаний без повторений из n элементов по m будем обозначать как 
[image: image134.wmf]m
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Доказательство: Пусть имеем n элементное множество. В каждом из сочетаний имеется m различных элементов, поэтому на базе каждого сочетания можно получить 
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 перестановок. Совокупность всех выборок, полученных путем построения всех перестановок на базе каждого из 
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 сочетаний, представляет собой число размещений 
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. Что требовалось доказать.

Доказательство этой теоремы можно провести и по-другому. Поскольку сочетания без повторений из n элементов по m являются множествами, то порядок рас положения элементов в них не играет роли. Размещения же без повторений из n элементов по m являются кортежами, где порядок расположения элементов должен учитываться. Значит число сочетаний без повторений из n элементов по m меньше числа размещений без повторений из n элементов по m во столько раз, сколько раз можно изменить порядок расположения элементов сочетания, то есть в число перестановок из m элементов. Таким образом, получаем формулу 
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Задача № 27. В урне 6 белых и 4 черных шара. Вынули два шара. Какова вероятность, что оба шара - белые?
Решение. В этой задаче число всех случаев 
[image: image144.wmf]45
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, а число благоприятных - 
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. Тогда Р(А)=1/3.

Задача № 28. Первенство по баскетболу оспаривают 18 лучших команд, которые путем жеребьевки распределяются на две группы, по 9 команд в каждой. 5 команд обычно занимают первые места. Какова вероятность попадания всех лидирующих команд в одну группу? Какова вероятность попадания двух лидирующих команд в одну группу и трех - в другую?

Решение: Обозначим события: А - «все 5 лидирующих команд попали в одну группу», В - «2 лидирующие команды попали в одну группу, 3 - в другую». Из 18 команд группы по 9 команд могут быть образованы 
[image: image146.wmf]9
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 способами. Таким образом, общее число исходов равно 
[image: image147.wmf]9
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. Событию А благоприятствует столько событий, сколькими способами 5 лидирующих команд могут образовывать девятки с четырьмя командами из числа остальных 13 команд. Поэтому как первая, так и вторая девятка может быть образована 
[image: image148.wmf]4

13

C

 способами. Следовательно, число событий, благоприятствующих событию А равно 
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, а вероятность события А равна Р(А)= 
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Аналогичные рассуждения подсказывают, что число событий, благоприятствующих событию В, равно 
[image: image151.wmf]6
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. Наличие лидирующих команд в обеих группах оказалось более вероятным, чем их отсутствие в одной из групп.

Задача № 29. Пусть мешок содержит одинаковые по размерам и материалу шары, помеченные числами от 1 до 90. Из мешка вытаскивают какие-то 5 шаров. Какова вероятность, что среди этих шаров один помечен числом 90?

Решение. Элементарным событием в этой задаче является извлечение данной пятерки шаров. Каждая такая пятерка является 5-подмножеством в 90-множестве, а потому их число равно 
[image: image153.wmf]5
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. Поскольку все эти пятерки имеют одну и ту же вероятность появления, то вероятность появления каждой пятерки равна 
[image: image154.wmf]5
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. Теперь найдем, сколько элементарных событий входит в событие А (один из шаров помечен числом 90). Мы можем считать, что этот шар заранее извлечен из мешка, а потом из оставшихся 89 шаров извлекают еще 4 шара. Это можно сделать 
[image: image155.wmf]4

89

C

 способами. Так как все выборки являются независимыми событиями, то для получения искомой вероятности надо перемножить 
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Задача № 30. Из пруда, в котором плавают 40 щук, выловили 5 щук, пометили их и пустили обратно в пруд. Во второй раз выловили 9 щук. Какова вероятность того, что среди них окажутся ровно две помеченные щуки?

Решение. В этой задаче элементарным событием будем считать извлечение 9-подмножества из 40-множества. Значит, пространство элементарных событий содержит 
[image: image159.wmf]9
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 элементов, каждый из которых имеет вероятность 
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. Найдем, сколько этих 9-подмножеств содержат ровно две помеченные щуки. Выбор двух щук из пяти можно сделать 
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 способами. По правилу произведения получаем, что число способов выловы 9 щук, при которых ровно две помечены, равно 
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Вообще, если У является m-подмножеством в n-множестве Х и из Х выбирают k-подмножество А, то вероятность того, что среди выбранных элементов содержится ровно r элементов из У, равна 
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Определение: Сочетаниями с повторениями из n классов по m называются такие размещения с повторениями из n элементов по m, которые отличаются одно от другого хотя бы одним элементом.

Важно помнить, что сочетания с повторениями - это не кортежи, а подмножества, составленные из элементов различных классов множества, значит, порядок расположения элементов в сочетаниях несущественен, при этом каждый элемент сочетаний с повторениями встречается определенное количество раз, аналогично тому, как это было в перестановках заданного состава с повторениями.

Характерный пример сочетаний с повторениями - всевозможные различные комплекты m предметов, составленные из предметов n различных видов.

Теорема 6. Число сочетаний с повторениями из n элементов по m будем обозначать как 
[image: image165.wmf]m
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Доказательство.

Поскольку при построении сочетаний с повторениями порядок расположения элементов не принимается во внимание, любое сочетание объема m из элементов n классов мы можем расположить так:
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Здесь 
[image: image169.wmf]´

- символ границы между двумя различными классами элементов. Передвижения границ 
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 означают факты замены элементов одних классов элементами других классов, то есть факты образования новых сочетаний с повторениями. Всего в совокупности 
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 мы имеем n-1 символ 
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 и m символов, «не 
[image: image173.wmf]´

», которые обозначим 
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 - это число перестановок с повторениями из n-1 символа 
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 и m символов 
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. Поэтому 
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Задача № 31. Сколькими способами можно составить набор из 8 пирожных, если в продаже 4 сорта пирожных? Какова вероятность составления набора из пирожных одного сорта?

Решение. Поскольку в этой задаче порядок пирожных не играет роли, то каждый набор задается кортежем длины 8 из 4 элементов (названий сортов пирожных), причем порядок компонент кортежа не играет роли. Иными словами, нам надо найти число различных составов таких кортежей, а это число сочетаний с повторениями из 4 элементов по 8, т.е.
[image: image180.wmf]165
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. Значит, существует 165 различных наборов, что дает общее число исходов при составлении наборов пирожных. Число благоприятных исходов равно 4, т.к. из пирожных четырех сортов можно составить только 4 набора, содержащих одинаковые пирожные. Тогда искомая вероятность равна 4/165.

Задача № 32. Сколькими способами можно разложить k одинаковых шаров по т различным ящикам? Какова вероятность такого разложения, когда во всех ящиках, кроме одного, лежит по одному шару? (k>m)

Решение. Различные способы раскладки различаются лишь числом шаров, попавших в каждый ящик. Значит, число таких способов равно 
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 - это дает общее число событий генеральной совокупности. Число благоприятных событий вычислим по правилу произведения. Пронумеруем ящики от 1 до т. Число выборов одного шара в 1-ый ящик равно k, во 2-ой – k-1, …, в предпоследний (т-1 ящик) – k-т+1. Остальные шары кладем в последний ящик единственным способом. Тогда число способов раскладки шаров «во все ящики, кроме т-ного по одному» равно 
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Часть 3. Дополнения к элементам теории вероятностей.
1.
Условные вероятности.
Если вероятность появления события В зависит от того, произошло или не произошло событие А, то говорят, что событие В зависит от события А, а вероятность появления события В условная. Условную вероятность появления события В, если событие А произошло, будем обозначать Р(В/А).

Пусть событию А благоприятствует т событий, событию В благоприятствует п событий, а событию А
[image: image184.wmf]Ç
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Отсюда получаем правило умножения вероятностей:

Вероятность пересечения двух событий равна произведению вероятности одного из этих событий на условную вероятность другого при условии, что первое произошло.

Задача № 33. В ящике т белых и п черных шаров. Последовательно вынимаем два шара. Какова вероятность того, что оба они белые?

Решение. Обозначим события: А - «первый шар белый»; В - «второй шар белый». Надо найти 
[image: image187.wmf])
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Имеем: 
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2.
Повторение испытаний.
Если производится п независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А одна и та же и равна р, то вероятность того, что событие А появится в этих п испытаниях т раз, выражается формулой 
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, где q=1-p. Это формула Бернулли.

Задача № 34. В урне 30 шаров: 20 белых и 10 черных. Вынули подряд четыре шара, причем каждый вынутый шар возвращается в урну перед извлечением следующего и шары в урне перемешиваются. Какова вероятность того, что среди вынутых 4 шаров будет 2 белых шара?

Решение. Вероятность извлечения белого шара равна Р=2/3. Ее можно считать одной и той же во всех четырех испытаниях. При этом q=1-p=1/3. Применив формулу Бернулли, получаем 
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Дополнительные задачи
Задача № 34. На карточке спортлото написаны числа от 1 до 49. Какова вероятность того, что наугад зачеркнутое число на этой карточке кратно 6?

Решение. Чисел, кратных 6, всего 8, следовательно, Р=8/49.

Задача № 35.

Решение. Здесь имеет место геометрическое истолкование вероятности события. Так как площадь квадрата равна200 см2, а площадь круга 100
[image: image191.wmf]p

см2, то вероятность того, что наугад поставленная точка не попадет на квадрат, равна 
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Множества и их приложения в школьной программе
Раздел 1: Элементы теории множеств.
Основные понятия и отношения.
Понятие множества является основным (неопределяемым, первичным) понятием математики. К пониманию этого дети приходят при попытке самостоятельно дать определение множества как набора, совокупности или семейства предметов одинаковой природы. Причем предметы, составляющие множество, называются его элементами. Множества обозначаются заглавными, а элементы прописными латинскими буквами.

Связь между множеством и его элементом выражается отношением принадлежности: элемент некоторой природы может принадлежать множеству (
[image: image193.wmf]A
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), а может ему и не принадлежать (
[image: image194.wmf]A
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Если множества состоят из одних и тех элементов, то их называют равными и пишут А=В. Если же все элементы множества А одновременно принадлежат множеству В, то говорят, что множество А является подмножеством множества В и пишут 
[image: image195.wmf]B

A

Ì

 (А включается в В) или 
[image: image196.wmf]A
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 (В включает А).

Множества могут содержать конечное число элементов, которое называется мерой множества и обозначается п(А), а может содержать и бесконечное число элементов, тогда его мера называется мощностью. Например, множество натуральных чисел N бесконечно и его мощность называют счетной. Если же множество A не содержит ни одного элемента, то его называют пустым, и обозначают 
[image: image197.wmf]Æ
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Задание множества.
Множество считают заданным, если о каждом предмете можно сказать, принадлежит он этому множеству или не принадлежит.

Конечное множество можно задать, перечислив все его элементы. Такое задание множества называется заданием перечислением. При этом все элементы заключаются в фигурные скобки. Например, множество цифр, из которых составлено число 32545882, записывается так: А={2;3;4;5;8}.

Другой способ задания множества состоит в формулировке общего (характеристического) свойства предметов, из которых состоит множество. Запись множества, заданного характеристическим свойством: в фигурных скобках пишут сначала обозначение элемента, затем проводят вертикальную черту, после которой записывают характеристическое свойство. Например, множество А={х|
[image: image198.wmf]7

,

£

Î

x

N

x

} состоит из натуральных чисел, значения которых не превышают числа 7. Если В={1;2;3;4;5;6;7}, то ясно, что А=В, так как они состоят из одних и тех же элементов.

Особое внимание в математике уделяется двум типам множеств: числовым множествам и множествам событий. Рассмотрим их отдельно.

Числовые множества.

Принятые в математике обозначения числовых множеств:

N - множество натуральных чисел (натуральный ряд);

N0 - множество натуральных чисел и ноль (расширенный натуральный ряд);

Z - множество целых чисел;

Z+ - множество положительных целых чисел;

Z- - множество отрицательных целых чисел;

Q - множество рациональных чисел;

I - множество иррациональных чисел;

R - множество всех действительных чисел.

Ясно, что 
[image: image199.wmf]R
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Задачи.
№1.
Пусть Р - множество натуральных чисел, больших 7 и меньших 14. Задайте это множество перечислением и характеристическим свойством. Напишите, используя символы принадлежности, входят ли в множество Р числа 13, 10, 5, 7, 14?

№2.
Пусть К - множество целых отрицательных чисел. Назовите несколько элементов этого множества. Верно ли, что 
[image: image200.wmf]K
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№3.
N – множество натуральных чисел. Прочитайте записи и определите, какие из них верны:
[image: image201.wmf]  
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№4.
Перечислите и запишите элементы следующих множеств:

· М - множество нечетных однозначных чисел;

· Р - множество натуральных чисел, меньших 5;

· К - множество двузначных чисел, делящихся на 10;

· E={x|x
[image: image202.wmf]Î

N,x<7};

· L={x|x
[image: image203.wmf]Î

Z,-4<x<7};

· V={x|x
[image: image204.wmf]Î

N0,x<2,5}.

Все числовые множества имеют свои названия и изображения на числовой (координатной) прямой. Перечислим их:

1. Открытым лучом называют множество вида:
(-
[image: image205.wmf]¥

;a)={x|x<a} или (b; 
[image: image206.wmf]¥

)={x|x>b}.
2. Закрытым лучом называют множество вида:
(-
[image: image207.wmf]¥

;a]={x|x
[image: image208.wmf]£

a} или [b; 
[image: image209.wmf]¥

)={x|x
[image: image210.wmf]³

b}.
3. Отрезком называют множество вида: [a;b]={x|a
[image: image211.wmf]£

x
[image: image212.wmf]£

b}.

4. Интервалом называют множество вида: (a;b)={x|a<x<b}.

5. Все эти множества называют общим термином - числовыми промежутками. Кроме того, множества вида: (a;b]={x|a<x
[image: image213.wmf]£

b} или [a;b)={x|a
[image: image214.wmf]£

x<b} можно называть только общим именем «промежутки».

Примеры изображения числовых множеств на числовой оси:


(6;
[image: image215.wmf]¥

)={x|x>6}
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;6)={x|x<6}
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;6]={x|x
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Множества событий.
Сначала познакомимся с некоторыми понятиями, которые дают представление о событиях и их множестве. Эти понятия, а также простейшие задачи на вычисление вероятности с решениями подробно рассмотрены в курсе «Вероятность и комбинаторика в школьном курсе математики».
Задачи для самостоятельного решения
№5.
Изобразите на числовой прямой множества:

A={x|x>3,2};

B={x|x
[image: image219.wmf]£

4<6};

C={x|x<-7};

D={x|-3,5<x<0};

E={x|-4,5
[image: image220.wmf]£

x<4};
F={x|2,7
[image: image221.wmf]£

x
[image: image222.wmf]£

9};
K={x|-12,9<x
[image: image223.wmf]£

-12,4};
L={x|-16<x<1}.

№6.
Укажите и запишите свойство элементов множества, изображенного на числовой прямой:

а)
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№7.
Прочтите следующие записи и укажите элементы каждого из следующих множеств:

M={x|3x=x+8};
L={x|3x+5=2(x+6)};
K={x|3(5x+10)=30+15x};
P={x|x(x+16)=0};
D={x|x2+5=0};
N={x| |x|<15};

A={x| |x|=93};
B={x| |x|<0}.

№8.
Укажите, каким характеристическим свойством обладают элементы каждого из следующих множеств:

1) {а;е;и;о;у;э;ю;я;ы};

2) {23;22;21;20;19;18;17;16;15};

3) {11;22;33;44;55;66;77;88;99}

№9.
Отметьте на листе бумаги точку О и постройте множество точек М, таких, что

а) OM=4см;


б) OM<4см;


в) OM>4см.

Назовите характеристическое свойство этих точек на плоскости и вспомните название полученных геометрических фигур. Сформулируйте определения окружности, внутренности круга и внешней части круга через множество точек.

№10.
Отметьте на листе бумаги точки А и С и постройте несколько точек К, обладающих свойством: |АК|=|ВК|. Оцените, где лежат такие точки К?

№11.
Запишите множество E={x|x
[image: image224.wmf]Î

N, x - делитель числа 24} перечислением.

№12.
Выясните, из каких чисел состоят следующие бесконечные множества, и запишите в каждом случае десять первых элементов:

V={x|x=2р, р
[image: image225.wmf]Î

N0};

М={x|x=2р+1, р
[image: image226.wmf]Î

N0};

К={x|x=5р, р
[image: image227.wmf]Î

N0}.

№13.
Найдите множество решений каждого из уравнений. Какие из этих множеств пусты:

4х+5=4(х-7); 2(х-5)=3х;
х2= -4; 4x+8=4(x+2); х3= -8; |х|=12; |х|= -5.

№14.
Даны множества:
V={x| 3x+5=7};
А={x| -3x+2=0};
В={x| x(-3х+2)=0}. 

Есть ли среди данных множеств равные? Как называются уравнения, множества решений которых совпадают?

№15.
Дано множество чисел К={21;54;153;171;234}. Составьте подмножество множества К из чисел, которые:
	а) делятся на 7;
	б) делятся на 9;
	в) не делятся на 5;
	г) не делятся на 4.


№16.
Составьте все подмножества множества В, если:
	1) В={а};
	2) В={а,б};
	3) В={а,б,в};
	4) В={а,б,в,г}.


Сколько подмножеств содержит множество, состоящее из одного элемента? Из двух элементов? Из трех элементов? Обобщите результат для п элементов.

№17.
Из некоторого множества Х составили все его подмножества: {21;32}, {32}, {32;43}, {21}, {21,43}, {21;43;32}, 
[image: image228.wmf]Æ

, {43}. Из каких элементов состоит множество Х?

№18.
В урне 10 белых, 15 черных, 20 синих и 25 красных шаров. Вынули 1 шар. Какова вероятность, что вынутый шар а) белый? б) черный? в) синий? г) красный? 

№19.
Какова вероятность выпадения 5 очков при бросании кости?

№20.
Выяснить, вероятность какого события выше: выбрать из колоды карту с картинкой или карту с цифрой, если в колоде 52 карты.

№21.
Генеральная совокупность содержит п элементов, а количество благоприятных событий равно т. Какова вероятность неблагоприятного исхода?

Операции над множествами
Из элементов двух и более множеств можно составлять другие множества. Этой цели и служат операции над множествами. 

Для лучшего понимания работы этих операций используют графическую иллюстрацию множеств в виде диаграмм Эйлера - Венна: любое множество изображают в виде замкнутого контура, считая, что все элементы этого множества изображаются в виде точек, находящимися внутри этого контура.

Например, отношение включения А
[image: image229.wmf]Ì

В в диаграмме Эйлера - Венна будет выглядеть следующим образом:



       В

        А

1. Пересечение множеств.
Пересечением множеств А и В называют множество, в которое входят те и только те элементы, которые содержатся в А и в В одновременно. Пересечение множеств А и В обозначают А
[image: image230.wmf]Ç

В.

Таким образом, 
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В диаграммах Эйлера-Венна пересечение двух множеств иллюстрируется тремя возможными случаями отношений этих множеств: когда они не имеют ни одного общего элемента (тогда их пересечение пусто), когда они частично пересекаются и когда одно из них является подмножеством другого, т.е. целиком входит в другое.
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 А
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А
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В=В

Можно легко проверить на примерах и доказать строго основные свойства пересечения множеств:

1. Для любых двух множеств А и В справедлив переместительный закон (коммутативность пересечения): А
[image: image236.wmf]Ç

В=В
[image: image237.wmf]Ç

А.

2. Для любых множеств А, В и С верен сочетательный закон (ассоциативность пересечения):
(А
[image: image238.wmf]Ç

В)
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С=А
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(В
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С).

3. Если
В
[image: image242.wmf]Ì

А,
то 
А
[image: image243.wmf]Ç

В=В.

4. Для любого множества А справедливы равенства:
А
[image: image244.wmf]Ç

А=А,
А
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 EMBED Equation.3  [image: image246.wmf]Æ

=
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Если рассматривать пересечение множеств событий, то для вычисления его вероятности применяют правило произведения, которое рассматривает задачу: Сколько позиционно различных пар элементов (a,b) можно составить из элементов m-множества А и к-множества В (получившееся множество называется Декартовым произведением исходных множеств и обозначается как A(B).

Так как с каждым из п элементов множества А можно составить к пар, перебирая все элементы множества В, общее количество пар равно n(A(B)=n(A)(n(B)=mk.

Это утверждение называют правилом произведения, которое может формулироваться двояко:

1. Мера Декартова произведения двух множеств равна произведению мер этих множеств.

2. Если ( можно выбрать к способами, а (- m способами, то пару ((,() можно выбрать km способами.
Если рассматривать пересечение множеств событий, то для вычисления его вероятности справедливо правило произведения, которое рассматривает задачу: Сколько способов благоприятствует для выбора элементов из пересечения m-множества А и k-множества В?
В этом случае n(A(B)=n(A)(n(B)=mk.

На языке вероятностей правило произведения означает, что вероятность пересечения двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий. Причем, события А и В называются независимыми, если их вероятность не зависит от того, произошло или не произошло другое событие.

Правило произведения легко распространяется на любое количество множителей Декартова произведения или пересекающихся множеств.

2. Объединение множеств.
Объединением множеств А и В называют новое множество, состоящее из  тех элементов, которые входят хотя бы в одно из множеств А или В. Объединение множеств А и В обозначают А
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В.

Таким образом, 
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В диаграммах Эйлера-Венна объединение двух множеств иллюстрируется в тех же трех возможных случаях.
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В=А
Свойства операции объединения множеств:

1. Для любых двух множеств А и В справедлив переместительный закон (коммутативность объединения): А
[image: image253.wmf]È

В=В
[image: image254.wmf]È

А.

2. Для любых множеств А, В и С верен сочетательный закон (ассоциативность объединения): (А
[image: image255.wmf]È

В) 
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 С=А
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 (В
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С).

3. Если В
[image: image259.wmf]Ì

А, то А
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В=А.

4. Для любого множества А справедливы равенства:
А
[image: image261.wmf]È

А=А, А
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 EMBED Equation.3  [image: image263.wmf]Æ

=А.

Эти законы объединения множеств легко доказать с помощью диаграмм Эйлера-Венна.

5. Для любых множеств А, В и С имеет место распределительный закон пересечения относительно объединения (дистрибутивность пересечения относительно объединения): (А
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С)
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(В
[image: image268.wmf]Ç

С).

Если рассматривать объединение множеств событий, то для вычисления его вероятности применяют правило суммы, которое рассматривает задачу: Сколько элементов содержится в объединении m-множества А и k-множества В?
Эта задача имеет однозначное решение, когда множества А и В не пересекаются. В этом случае n(A(B)=n(A)+n(B)=m+k.

Это очевидное утверждение называют правилом суммы, которое может формулироваться двояко:

1. Мера объединения двух непересекающихся множеств равна сумме мер этих множеств.

2. Если ( можно выбрать k способами, а (- m способами, причем любой способ выбора ( отличается от любого способа выбора (,  то выбор «( или (» можно сделать к+m способами.

На языке вероятностей правило суммы означает, что вероятность объединения попарно несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий.
Если пересечение множеств непустое (множества имеют одинаковые элементы), то имеет место равенство: n(A(B)=n(A)+n(B)–n(A(B), которое решается по-разному в различных случаях и легко иллюстрируются диаграммами Эйлера-Венна.


   A        n

m   B

  A

B
Правило суммы можно распространить на любое количество множеств.

Задачи на вычисление вероятности объединения и пересечения множеств с решениями приведены в курсе «Вероятность и комбинаторика в школьном курсе математики» под номерами 8-16.

3. Разность множеств. Дополнение к множеству.
Разностью двух множеств А и В называется такое множество А\В, в которое входят те элементы, которые принадлежат А и не принадлежат В.

Таким образом: 
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Если множество В целиком лежит в А, т.е. В
[image: image270.wmf]Ì

А, то разность множеств А\В называется дополнением к множеству В в множестве А и обозначается 
[image: image271.wmf]A
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.

В диаграммах Эйлера-Венна объединение двух множеств иллюстрируется в тех же трех возможных случаях.
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4. Разбиение множества на непересекающиеся подмножества.
Говорят, что множество Х разбито на непересекающиеся подмножества или классы, если выполняются следующие три условия:

1.
Все подмножества не пусты.

2.
Объединение всех подмножеств дает множество Х.

3.
Любые два подмножества не пересекаются.

Ярким примером разбиения множества служит разделение алфавита на классы гласных, согласных букв и класс, состоящий из букв-знаков: «ъ, ь, й».

Операция разбиения позволяет бесконечное множество целых чисел разбить на конечное число классов, отличающихся друг от друга величиной остатка при делении на т. Эти классы называют классами вычетов по модулю т. 

В самом деле, при делении на т любого целого числа мы можем получить т остатков: 0;1;2;…;т-1. Следовательно, все множество Z можно разделить на т множеств:
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Ясно, что любое целое число попадет в один и только в один из классов вычетов по модулю т, а так как число классов конечно, то их легко исследовать при решении задач.

Пример решения задач на классы вычетов.

Все простые числа описываются соотношением 
[image: image276.wmf]1
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Разобьем множество целых чисел на классы вычетов по модулю 6, получим:
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Все числа вида 6к; 6к+2=2(3к+1); 6к+3=3(2к+1); 6к+4=2(3к+2) являются всегда составными (раскладываются на множители, отличные от 1). Значит простые числа могут содержаться только в классах, где находятся числа вида 6к+1 или 6к+5=6(к+1)-1=6п-1.

Рассматривая числа 
[image: image283.wmf]1
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 парами, соответствующими одному значению k, придем к понятию простых чисел-близнецов: 

при k=1 получим два простых числа-близнеца 5 и 7;

при k=2 получим два простых числа-близнеца 11 и 13 и т.д.

5. Декартово произведение множеств.
Декартовым произведением АхВ множеств А и В называют множество, состоящее из всех упорядоченных пар (а,в), первая компонента которых а принадлежит множеству А, а вторая компонента в принадлежит множеству В.

Таким образом, 
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Как составляется Декартово произведение и сколько пар оно содержит, если в множестве А содержится пА элементов, т.е. п(А)=пА, а в множестве В содержится пВ  элементов, т.е. п(В)=пВ? 

Возьмем первый элемент из А: а1 и составим с ним пВ  пар (а1;b1), …, (а1;bnB). Ясно, что число таких пар равно мере множества В. Производя аналогичные действия со всеми другими элементами множества А, а их число равно пА, получим, что АхВ содержит пА пВ пар.

Декартово произведение числовых множеств и его подмножества имеют огромное значение при изучении теории функций и уравнений, где используются их графические изображения, называемые графиками функций и уравнений.

В самом деле, множество пар, составленных из 
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 в декартовой системе координат дает множество точек, которое называется графиком функции y=f(x). Множество же пар {(x;y)| x2+y2=25; x
[image: image288.wmf]Î

R; y
[image: image289.wmf]Î

R} будет определять в декартовой плоскости множество решений уравнения x2+y2=25 и будет называться графиком уравнения. Причем, оба указанных множества являются подмножествами Декартова произведения RxR. Полное же произведение RxR определяет всю координатную плоскость.

Задачи для самостоятельного решения
· №18.
Найдите пересечение и объединение множества Р={а,б,в,г,д,е} и множества Е={а,ж,з,е,к}.

Изобразите множества Р и Е графически.

№19.
Найдите пересечение и объединение множеств решений двух неравенств, используя при этом числовую прямую:

a)
x>-2, x>0;


b)
-2<x<4, 1
[image: image290.wmf]£

x<7,2; х=-10;

c)
x>3,7, x=4;


d)
-7<x<5, 6,8
[image: image291.wmf]£

x
[image: image292.wmf]£

2,3;

e)
x
[image: image293.wmf]³

5,
x<-7,5.

№20.
А – множество точек одного треугольника, В – множество точек другого треугольника.
Перечертите чертеж, данный на рисунке, и заштрихуйте множества А
[image: image294.wmf]È

В, А
[image: image295.wmf]Ç

В, А\В, В\А.

№21.
Начертите два треугольника так, чтобы их пересечением: а) была точка; б) был отрезок;
в) был треугольник; г) был четырехугольник.

№22.
Сколько точек может получиться в пересечении: а) прямой и окружности; б) отрезка и окружности; в) двух окружностей?

№23.
Придумайте два множества А и В, такие, что: а) А
[image: image296.wmf]Ç

В=
[image: image297.wmf]Æ

; б) А
[image: image298.wmf]Ç

В
[image: image299.wmf]Æ

¹

; в) А
[image: image300.wmf]Ì

В. Найдите в каждом из этих случаев объединение множеств.

№24.
Проверьте сочетательный закон объединения для множеств М, Р и К, если: М - множество натуральных двузначных чисел, меньших 20; Р - множество натуральных четных чисел, меньших 20; К - множество натуральных нечетных чисел, меньших 20.

№25.
Покажите на числовой прямой объединение и пересечение множеств решений неравенств:

a) x>-3; x<-5

b) -2
[image: image301.wmf]£

x
[image: image302.wmf]£

0, -1
[image: image303.wmf]£

x
[image: image304.wmf]£

4;

c) -3,5
[image: image305.wmf]£

x<1, -7<x<4,2.

№26.
Докажите, что множество положительных нечетных чисел и множество положительных четных чисел составляют разбиение множества натуральных чисел на классы четных и нечетных.

№27.
Докажите, что множество натуральных чисел можно разбить на классы, в каждый из которых входят числа, дающие одинаковые остатки при делении: а) на 3, б) на 4, в) на п. Сколько таких классов будет в каждом случае?

№28.
Множества А, В и С пересекаются. Проверьте для них равенство (А
[image: image306.wmf]Ç

В)
[image: image307.wmf]È

С=(А
[image: image308.wmf]È

С)
[image: image309.wmf]Ç

(В
[image: image310.wmf]È

С) - распределительный закон объединения относительно пересечения (дистрибутивность объединения относительно пересечения).

№29.
Для множеств А и В, изображенных 


 А

на рисунке, проверьте равенство: (А\В)
[image: image311.wmf]È

В=А
[image: image312.wmf]È

В.    В


№30.
Постройте на числовой прямой и запишите в виде промежутка:

a) [-10;15]\(8;17);
b) [4;11]\[6;13]; c) (0;7)\[-6;2).

№31.
Используя разбиение множества целых чисел на классы вычетов по модулю 5, докажите, что если целое число т не кратно 5, то одно из чисел т2+1 или т2-1 делится на 5.

№32.
Используя разбиение множества целых чисел на классы вычетов по модулю 3, докажите, что при любом целом т число А=т(2т+1)(7т+1) делится на 3.

№33.
Используя представление простых чисел целых чисел, докажите, что т2-1 делится на 24, если т-простое число.

Раздел 2: Применение теории множеств в школьном курсе математики.
1. Системы и совокупности уравнений и неравенств.

Определение: Пусть дан набор нескольких уравнений и неравенств 
[image: image313.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image314.wmf]n
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В том случае, когда задача состоит в поиске объединения всех множеств решений уравнений и неравенств, говорят, что надо решить совокупность уравнений 
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В том случае, когда задача состоит в поиске пересечения всех множеств решений уравнений и неравенств, говорят, что надо решить систему уравнений 
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Таким образом, системы и совокупности содержат только запись характеристических свойств множеств решений уравнений и неравенств, но не обозначения самих множеств. Поэтому важно помнить при оформлении работ, что такие записи в системах и совокупностях как числовые промежутки, например, (-10;25) вместо –10<x<25; 
[image: image319.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image320.wmf]Æ

 или 
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 в рамках школьной программы считаются ошибкой.

При работе с системами и совокупностями необходимо пользоваться свойствами операций объединения и пересечения множеств. Так дистрибутивность пересечения относительно объединения записывается формулой, 
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, которая позволяет использовать следующий равносильный переход:
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Аналогично, дистрибутивность объединения относительно пересечения записывается формулой, 
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, что дает следующий равносильный переход:


[image: image325.wmf]  

.

0

)

(

,

0

)

(

,

0

)

(

,

0

)

(

    

    

;

0

)

(

,

0

)

(

,

0

)

(

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

ê

ë

é

=

=

ê

ë

é

=

=

Û

ê

ê

ê

ë

é

=

î

í

ì

=

=

x

h

x

g

x

h

x

f

x

h

x

g

x

f


Здесь особо следует подчеркнуть, что неумение пользоваться системами и совокупностями часто приводит к ошибкам при работе с задачами, содержащими модуль.

Определение модуля числа, которое приводится в учебниках, имеет вид: 
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Это значит, что |a| определяется как кусочно-заданная функция. Однако, использование такой записи при решении уравнений и неравенств, содержащих модуль, неудобно и легко может привести к ошибке. Поэтому при раскрытии модуля по определению удобнее пользоваться совокупностью систем, которая может быть прочитана следующим образом: «Если выражение, стоящее под знаком модуля, неотрицательно, то вместо модуля записывается само выражение. Если выражение, стоящее под знаком модуля, отрицательно, то вместо модуля записывается это выражение, взятое со знаком минус». Тогда совокупность систем, раскрывающую модуль по определению, условно можно записать в виде:
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В качестве применения систем и совокупностей в курсе алгебры рассмотрим две задачи.
Первое задание предлагалось учащимся в тестах на вступительном экзамене в ВУЗы в 1999 году, достаточно просто решается, но дефицит времени требует знания наиболее рациональных приемов решения.

Второе задание использовалось на заочных курсах абитуриентов МГТУ им. Баумана в 1999/2000 учебном году, весьма сложно и требует серьезной подготовки учащихся по курсу алгебры и начал анализа.

Задача 1. Найдите наименьшее целое решение неравенства (х2+2х+1)х-1>1.

Поскольку на решение 30 задач тестов отводится 180 минут, то решение одной задачи серьезно ограничено во времени. Будем решать задачу, используя равносильные преобразования и логарифмирование неравенства с учетом типа монотонности логарифмической функции при различных основаниях. Тогда,
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Наименьшим целым числом, удовлетворяющим последней совокупности, является число -1.

Ответ: 1.

Задача 2. Найдите, при каких значениях параметра, а система уравнений 
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 имеет единственное решение.

Задача допускает два решения: графическое и аналитическое. Для сравнения приведем оба способа решения, предварительно преобразуя исходную систему в равносильную совокупность систем:
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Графический способ решения последней совокупности систем.

Система уравнений 
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 определяет в координатной плоскости семейство правых ветвей квадратичной параболы с вершиной в точке (а;0), а каждое из уравнений у+х+5=0, у-х+1=0 - прямую.
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Из чертежа видно, что первая система совокупности имеет единственное решение при 
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, когда ветвь параболы семейства пересекается с прямой у+х+5=0 в одной точке. Вторая система совокупности имеет единственное решение при 
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, когда ветвь параболы семейства пересекается с прямой у-х+1=0 в одной точке, и при a=a0, когда ветвь параболы касается прямой у-х+1=0.

Для нахождения значения a0, необходимо найти координаты вершины параболы у=х2-2ах+а2, правая ветвь которой имеет в качестве касательной прямую у=х-1.

Записав уравнение касательной для графика функции у=х2-2ах+1, с точкой касания (х0;у0), и сравнивая его с уравнением прямой у=х-1, получим:

у=(2х0-2а)(х-х0)+х02-2ах0+а2 или у=2(х0-а)х-х02+а2 для касательной.

Сравнивая уравнение касательной и прямой, для вычисления параметра а получим систему: 
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Откуда получаем 
[image: image336.wmf].
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Объединяя полученные результаты, заключаем, что исходная система имеет единственное решение при 
[image: image337.wmf])
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Ответ: система имеет единственное решение при 
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Аналитический способ решения совокупности систем (*).
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Первая система имеет единственное решение при 
[image: image341.wmf]5
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, вторая система - при 
[image: image342.wmf]4
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, а третья система - при 
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, причем, решения второй и третьей систем при 
[image: image344.wmf]4
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 оказываются совпадающими. Следовательно, исходная система будет иметь единственное решение при таких значениях параметра а, которые удовлетворяют следующей совокупности 
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Ответ: система имеет единственное решение при 
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Бесспорно, что аналитическое решение достаточно громоздко и сложно. Однако, оно не требует знаний начал анализа и позволяет решать такие задачи уже в 9-ом и в 10-ом классе. Основой этого должно являться не только умение свободно оперировать с системами и совокупностями, но и обладать развитым логическим мышлением.

2. Первоначальный этап обучения построению графиков.

По месту в системе изучения алгебры первые построения графиков относятся к середине 7-ого класса, когда учащимся известен только график прямой пропорциональности y=kx при 
[image: image347.wmf]0

¹

k

, так как пропорциональность с нулевым коэффициентом лишена смысла.

Используя теорему о параллельном переносе графика функции y=f(x) вдоль оси Оу, для построения графика функции y=f(x)+b, легко перейти к построению графика линейной функции y=kx+b при 
[image: image348.wmf]0
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k

, то есть прямой, заданной уравнением с угловым коэффициентом.

Однако, прямые у=а или х=а строить нельзя, так как геометрический смысл углового коэффициента еще не выяснен, и общего уравнения прямой учащиеся не знают.

Легко выйти из этого положения можно, рассматривая линии у=а и х=а как геометрическое место точек координатной плоскости. В первом случае характеристическим свойством ГМТ будет равенство числу а ординат всех точек множества при любом значении абсциссы. Во втором случае - равенство числу а абсцисс точек графика при любой ординате.

Более того, такой подход дает возможность уже в 7-ом классе описывать неравенствами и их системами и совокупностями такие области координатной плоскости как полуплоскости, полосы, координатные углы, их объединения и пересечения. Зная такой материал, учащиеся легко смогут освоить построения графиков уравнений и функций, содержащих модуль, а также будут готовы к изучению метода областей.

Приведем несколько примеров построения графиков линий, содержащих модуль. При этом увидим, что использование понятий теории множеств, систем и совокупностей делает тему понятной и простой.

Пример 1. Построить график зависимости у=|x| и выяснить, является данная зависимость уравнением или функцией.

По определению модуля числа имеем: 
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Первая система совокупности определяет в координатной плоскости пересечение множества точек правой полуплоскости множества точек правой полуплоскости (где х>0) вместе с границей (где х=0) и множества точек прямой у=х, то есть луч h.

Вторая система - пересечение левой полуплоскости (где x<0) без границы и прямой у=-х, то есть луч k.

Объединяя лучи, получим график зависимости y=|x|.

Из чертежа видно, что зависимость y=|x| является функцией, так как каждому значению аргумента х эта зависимость ставит в соответствие одно и только одно значение функции у.

Пример 2. Построить график зависимости |у|=|x| и выяснить, является данная зависимость уравнением или функцией.

Раскрывая оба модуля, получим совокупность систем:
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Рассматривая каждое уравнение и неравенство первой системы совокупности как характеристическое свойство точек координатной плоскости, видим, что вся система определяет то множество точек прямой у=х, которые попали в первую или третью четверти координатной плоскости, что дает всю прямую у=х. Рассуждая аналогично, для второй система совокупности в координатной плоскости получим всю прямую у=-х.

Таким образом, графиком

    у

зависимости |y|=|x| будет

        у=-х
         у=х

совокупность двух прямых у=х и

у=-х. Из графика видно, что

данная зависимость не является



       х

функцией, так как каждому

значению переменной х, отличной

|y|=|x|

от нуля, она ставит в соответствие

два значения у.

Учащиеся часто дают таким графикам имена собственные, что позволяет легко запомнить внешний вид наиболее часто встречающихся графиков. Так график y=|x| они называют «галочкой» или «птичкой», а график |y|=|x| - «крестом».

Особый интерес при




у

построении графиков уравнений,

содержащих переменную под


          с

знаком модуля, вызывают графики


  -с
0    с
         х

вида |y|=|x|+с и |y|=|x|-с, где под с


       с

мы будем понимать положительное

число.

Легко проверить, что в случае уравнения |y|=|x|+с на координатной плоскости получается «разбегающийся вдоль оси ординат крест» - сплошная линия. А для уравнения |y|=|x|-с - «крест, разбегающийся вдоль оси абсцисс» - пунктирная линия.

Не думаю, что кого-либо из

учителей математики или учеников

надо убеждать в необходимости 

изучения приведенных выше графиков. 


 -2
    0
 2

Наиболее часто они используются

при графическом решении систем с 

параметром и модулем.

Например, задача из тестов по математике-2: «Найдите количество решений системы
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 в зависимости от значения параметра т» имеет очень громоздкое аналитическое решение, а графически решается очень быстро и просто.

Так как первое уравнение системы определяет в координатной плоскости семейство окружностей радиуса 
[image: image352.wmf]m

 с центром в начале координат (графики выполнены сплошной линией), а второе - «крест, разбежавшийся на 2 единицы вправо и влево от начала координат» (график выполнен пунктирной линией), то количество решений мгновенно определяется по числу точек пересечения этих графиков.

Пока 
[image: image353.wmf]2
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m

 система решений не имеет. При 
[image: image354.wmf]2

=

m

 система будет иметь два решения, а при 
[image: image355.wmf]2

>

m

 количество решений равно 4.

3. Решение задач методом областей.

В основе метода областей лежит то же математическое утверждение, что и у метода интервалов, а именно: Всякая непрерывная кривая, которую описывает уравнение F(x,y)=0, делит координатную плоскость на две части. Причем, в одной части выполняется неравенство F(x,y)<0, а в другой - F(x,y)>0.

Этот утверждение в школьном курсе математики никак не доказывается. Однако, для его понимания достаточно привести его графическую иллюстрацию, разделив координатную плоскость кривой линией и показав, что две точки одной части плоскости не могут иметь разные знаки, так как переход от одной из них к другой может осуществляться без пересечения кривой, на которой и только на ней выполняется равенство F(x,y)=0.

         у






F(x,y)=0
F(x,y)<0





А







       х



    x0

         0







 F(x,y)>0






   В

Очевидно, что приведенная на рисунке окружность описывается уравнением (х-х0)2+у2=р2, тогда внутренняя часть круга будет описываться неравенством (х-х0)2+у2<р2, а внешняя его часть - неравенством (х-х0)2+у2>р2. Запись неравенств в этом случае не представляет сложности, поскольку следует из геометрических определений окружности, круга и его внешней части. Окружность есть множество точек, удаленных от данной точки на заданное расстояние. Круг - это множество точек, расстояние от которых до данной точки меньше заданного числа. Внешностью круга мы называем множество точек, находящихся от данной точки на расстоянии, больше заданного числа.

Такой подход невозможен при рассмотрении произвольной непрерывной кривой, заданной уравнением F(x,y)=0. В этом случае используется метод пробных точек, который заключается в выборе конкретной точки, принадлежащей одной из частей плоскости, и по ней проверяется знак выражения F(x,y). Полученный знак присваивается всем точкам той части плоскости, в которой лежит пробная точка.

Пример 1. (№7.307-Сканави, 5 издание).
При каких значениях параметра а уравнение 
[image: image356.wmf])
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Равносильными преобразованиями перейдем от уравнения к системе:
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Рассмотрим координатную плоскость с осями Ох и Оа.

В этой плоскости неравенство х+3>0 определяет полуплоскость, лежащую правее прямой х+3=0 без границы; неравенство ах>0 - объединение первого и третьего координатных углов; а система 
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 будет определять в плоскости хОа их пересечение (на рисунке - заштрихованная часть плоскости). 

Следовательно, для решения задачи достаточно в этой плоскости построить линию, уравнение которой имеет вид: 
[image: image359.wmf].
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График функции 
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 в школьном курсе рассматривается несколько раз. В нашем случае мы имеем 
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Из чертежа видно, что в заштрихованной области на кривой 
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 находится по одной точке только при 
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Ответ: Исходное уравнение имеет только одно решение при 
[image: image365.wmf]}.
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Аналитическое решение данной задачи с параметром не приводится, поскольку оно в данном случае нерационально.

Пример 2. (Дорофеев-стр.560, пятое издание)

Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
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 выполняется для всех х из промежутка 
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1

£

£

x

.

Поскольку 
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 то необходимо на плоскости хОа построить соответствующую совокупности область, приведенную на рисунке.
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Каждое из неравенств совокупности определяет в координатной плоскости некоторую полуплоскость, а всей совокупности удовлетворяют точки, лежащие внутри углов ВАС и КАМ. 

Очевидно, что решением задачи будут такие значения параметра а, при которых отрезок, параллельный оси Ох и 
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 целиком будет лежать в заштрихованной области. Ясно из рисунка, что это требование будет выполняться для всех а, заключенных между отрезками п и т.

Для отрезка п значение а определяется соотношением х=а=1, а для отрезка т - соотношением 

х-2а-1=0 при х=2, то есть а=0,5. 

Учитывая, что стороны углов в заштрихованную область не входят, получаем окончательно 0,5<а<1.

Ответ: (0,5; 1)

Пример 3. (Галицкий - К-7)

Изобразите на координатной плоскости множество решений системы неравенств и найдите площадь полученной фигуры: 
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Решением первого неравенства является внешняя часть круга радиуса 
[image: image372.wmf]2

с центром в начале координат вместе с границей. Второму неравенству удовлетворяют все точки, лежащие внутри угла графика у=|x|-2 вместе с границей. Решением последнего, третьего неравенства является нижняя полуплоскость, ограниченная прямой у=-1 с границей.
Легко показать, что все три кривые пересекаются в точках А(-1; -1) и В(1; -1), а фигура ОАВС является квадратом, а искомое множество точек есть криволинейный треугольник АВС. Причем 

SABC = SOABC – 0,25 Sкруга. 

То есть 
SABC=(
[image: image373.wmf]2

)2 – 0,25 
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)2 = 2 – 0,5
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Ответ: 2 – 0,5 
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