КАК РЕШАТЬ БЫСТРО

Винник Н.Д., учитель математики и информатики НОУ «Медико-биологический лицей» г. Саратова

Пояснительная записка
Элективный курс «Как решать быстро» адресован учащимся 9-х классов как общеобразовательных, так и с углубленным изучением математики. В общеобразовательных классах этот курс дает дополнительные методы решения задач повышенной сложности, а в классах с углубленным изучением математики может служить подготовительным к теме «Комплексные числа», так как в этой теме есть задачи, требующие знания метода областей.

Основной идеей программы является обучение детей умению выделять класс задач, которые могут быть решены методом областей, и решать их.

Метод областей, в отличие от аналитического, позволяет находить решения задач повышенного уровня трудности быстро и без ошибок, что может позволить в дальнейшем более эффективно решать тесты.

Основные особенности курса:

- теоретическое обоснование метода областей на иллюстративном уровне как распространение метода интервалов с числовой прямой на координатную плоскость;

- введение в практическую часть курса творческих заданий по составлению тестовых задач различного уровня сложности и защиту тестов-проектов.

Основной целью курса является развитие творческих способностей учащихся, повышение мотивации обучения.

В результате изучения курса планируется составление самими детьми авторских тестов, их защита и решение. Таким образом, выходным продуктом курса «Как решать быстро» является пакет авторских ученических тестов, состоящих из заданий, которые допускают решение методом областей. Составление задач детьми в процессе изучения метода областей - вполне реальная задача, так как при решении задач, предложенных учителем, планируется обсуждение вариантов других формулировок аналогичных задач и способов составления текстов. Варианты в виде графиков прилагаются к подборке задач, прилагающейся к разработке курса.

Структура курса:

- теоретическое обоснование метода областей, решение и составление задач уровня сложности А;

- рассмотрение всех видов преобразований графиков, их композиций, решение и составление задач уровня сложности В;

- рассмотрение некоторых классов задач, решаемых методом областей, и их решений;

- составление и защита тестов учащимися.

Достижениями учащихся при изучении этого курса будут проекты тестов, которые оцениваются в результате их защиты по критериям:

- корректность задач;

- дифференциация задач теста по уровню сложности;

- нестандартность формулировок заданий;

- объем теста.
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Организация работы учащихся при изучении курса может выстраиваться по схеме:


метод областей: определение, преимущества
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     известные области

     решение задач с известными областями



  преобразования графиков и способы изменения областей




три типа задач на метод областей


    решение задач

 изменения задач

составление задач




ЗАЩИТА АВТОРСКИХ ТЕСТОВ - ПРОЕКТОВ

Учебно-тематический план

	№
	Наименование темы
	Кол-во часов
	Математическое обеспечение темы
	Вид контроля

	1
	Теоретическое обоснование метода областей:
	3
	конспект и подборка задач для решения 
	оценка текстов и решений тестов уч-ся

	
	понятие непрерывной и разрывной функции и разбиение координатной плоскости графиком уравнения на части, сохраняющие знак;
	1
	
	

	
	решение и составление задач по теме.
	2
	
	

	2
	Все виды преобразований графиков, их композиции и порядок их выполнения:
	4
	web-сайт по теории и подборка задач для решения
	оценка текстов и решений тестов уч-ся

	
	смещения, параллельные осям координат, отображения, симметричные им, и растяжения/сжатия графиков;
	1
	
	

	
	композиции преобразований и порядок их выполнения;
	1
	
	

	
	решение и составление задач по теме.
	2
	
	

	3
	Классы задач, решаемые методом областей:
	3
	подборка задач для решения
	самостоятельная работа

	
	задачи на сравнение и вычисление величин;
	1
	
	

	
	задачи на определение количества решений;
	1
	
	

	
	задачи с параметром.
	1
	
	

	4
	Приемы составления текстов задач.
	1
	лекция
	

	5
	Защита творческих работ - тестов, составленных учащимися.
	1
	зачет
	оценка тестов


Содержание программы

Программа курса содержит три обучающих блока и блок изготовления и защиты выходного продукта курса.

Первый блок предусматривает:

1. введение на иллюстративном уровне понятия непрерывности кривой, заданной уравнением F(x,y)=0, теоретическое обоснование метода областей;

2. повторение графиков известных функций и уравнений;

3. обозначение областей, на которые график разбивает координатную плоскость, с помощью неравенств и их систем.

4. решение и составление задач на изображение областей, заданных неравенствами или их системами.

Ориентировочное время на изучение - 3 учебных часа.

В качестве образовательного продукта первого блока предусмотрены наборы задач, составленных и решенных учащимися. По оценкам работ проводится рейтинг.

Проведение занятий в пределах данного блока носит форму традиционных уроков с использованием наглядных схем с графиками известных функций и уравнений.

По окончании блока дети имеют конспект лекций и лист - памятку с графиками.

Второй блок предусматривает:

1. повторение смещений графиков, параллельных осям координат, отображений, симметричных им, изученные в 8-ом классе;

2. изучение искажений (растяжения/сжатия) графиков;

3. изучение композиции преобразований и порядок их выполнения;

4. выяснение способов изменения областей за счет изменения неравенств, их описывающих;

5. решение и составление задач на построение преобразованных областей и описание их неравенствами или их системами.

Ориентировочное время на изучение - 4 учебных часа.

В качестве образовательного продукта второго блока, как и в предыдущем случае, предусмотрены наборы задач, составленных и решенных учащимися. По оценкам работ проводится рейтинг.

Проведение занятий в пределах данного блока предполагает использование мультимедиа с авторским web-сайтом, который содержит теоретический материл, практическую обучающую часть, контролирующие тесты.

По окончании блока дети имеют электронную версию сайта, которая может использоваться в качестве учебного пособия.

Третий блок предусматривает:

1. рассмотрение трех классов задач, решаемых методом областей:

- задачи на сравнение и вычисление величин;

- задачи на определение количества решений;

- задачи с параметром.
2. выяснение способов изменения условий задач путем использования различных областей и различных формулировок.

3. решение и составление задач каждого из рассмотренных классов.

Ориентировочное время на изучение - 3 учебных часа.

В качестве образовательного продукта этого блока предусмотрены наборы задач, составленных и решенных учащимися. По оценкам работ проводится рейтинг.

Проведение занятий в пределах данного блока носит форму лекции-беседы, рассматриваются готовые решения, выясняются их особенности, преимущества метода областей перед аналитическим, по предложенным чертежам создаются новые тексты задач, определяются пути создания новых задач.

По окончании блока дети имеют конспект лекций и задание на составление теста.

Блок изготовления и защиты выходного продукта курса предусматривает:

1. разбор изготовленных детьми текстов задач и их решение;

2. устранение возможных ошибок и неточностей, как в формулировке задач, так и в их решении;

3. предварительная оценка работы детей;

4. защита проектов в воде контрольной работы по решению изготовленных тестов (ученик решает не свой тест, а составленный одноклассником), которая включает оценку уровня теста.

Ориентировочное время на изучение - 2 учебных часа.

В качестве образовательного продукта заключительного блока предусмотрен пакет тестов, составленных и решенных учащимися. По оценкам работ проводится рейтинг и зачет.

По окончании блока дети имеют электронную версию пакета тестов, который может использоваться  качестве дидактических материалов при подготовке к государственному тестированию.

Модели уроков третьего блока

Занятия этого блока должны проводиться по одной схеме. Тогда алгоритм перехода от решения задач к их изменению, а затем и составлению новых станет очевидным и не будет вызывать принципиальных трудностей. 

Все уроки, после объявления темы, предполагается начинать с формулировки задачи и выяснения смысла каждого уравнения и неравенства с точки зрения метода областей. После чего начинается поиск решения. Решение записываются и обсуждаются способы изменения формулировки задачи или области, с которой задача работает.

После решения задачи детям предлагается несколько вариантов областей и их расположения в координатной плоскости. Обсуждаются способы аналитического задания этих областей и формулировки задачи.

В результате работы на уроке домашнее задание по составлению задач трудностей не вызывает.

Подборка задач каждого класса с указанием источника, их решение (без комментариев) и варианты областей с возможным расположением в координатной плоскости приведены ниже.

Задачи на сравнение и вычисление величин.

№1.
(тесты по математике - 2003)

Сравните а и b, если для них выполняется соотношение 5(a-1)=a2+b.
Решение. 




 




b

Из данного в тесте соотношения выражаем b,





выделяя полный квадрат: b = - a2+5a-5 = - (a-2,5)2 +1,25.



а=b

В плоскости (а; b) полученное
выражение определяет квадратичную




    1,25
параболу с вершиной в точке (2,5;1,25),


            
      
0
2,5    а
ветви которой направлены вниз. видим, 

что парабола полностью лежит ниже 

прямой b=а, то есть в полуплоскости b<а.
       


b<а.

Ответ: b<а.

Задание: Сформулируйте способы задания областей и текст задачи по картинке. Предложите свои варианты графиков. Как усложнить задачу? - сместить или исказить картинку.

№ 2. (Галицкий и др. - К-7 - адаптировано автором). 
Найдите площадь фигуры, заданной системой неравенств 
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Решение приведено в курсе «Множества и их приложения в школьной программе».
Задание: Сформулируйте способы задания областей и текст задачи по картинке. Предложите свои варианты графиков. Как усложнить задачу? – сместить или исказить картинку.


Задачи на выяснение количества решений.

№ 1. (авторская)

При каких значениях параметра а система неравенств 
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 имеет ровно 13 целочисленных решений. [Сколько целочисленных решений имеет система при –1<a<1? при а=3?]

Решение.

Первое неравенство системы определяет в координатной плоскости верхний полукруг радиуса 5 без границ.

Второе - вертикальную полосу, симметричную оси Оу, шириной 2а. 

Тогда, количество целочисленных решений системы будет равно количеству узлов координатной сетки, попавших в пересечение указанных фигур.

Задание: Сформулируйте способы задания областей и текст задачи по картинке. Предложите свои варианты графиков. Как усложнить задачу? – сместить или исказить картинку.




Задачи с параметром.
№1.
 (№7.307 – Сканави, 5 издание – адаптировано автором)

При каких значениях параметра а уравнение 
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 имеет единственный корень?

Решение приведено в курсе «Множества и их приложения в школьной программе».

Задание: Сформулируйте способы задания областей и текст задачи по картинке. Предложите свои варианты графиков. Как усложнить задачу? – сместить или исказить картинку.


№ 2. (Дорофеев и др «Пособие…» - стр.560, пятое издание).
Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
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 выполняется для всех х из промежутка 
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Решение приведено в курсе «Множества и их приложения в школьной программе».

Задание: Сформулируйте текст задачи по картинке. Предложите свои варианты графиков. Как усложнить задачу? – сместить или исказить картинку.

Предложенная подборка задач является ориентировочной и может быть изменена и расширена, так как в настоящее время имеется огромное количество источников. Часть из них использовалась автором кура «Как решать быстро» и приведена в списке литературы.

Литература
1. Дорофеев Г.В., Потапов М.К., Розов Н.Х. «Пособие по математике для поступающих в вузы», М., «Наука», изд.3, 1973г.

2. Дорофеев Г.В., Потапов М.К., Розов Н.Х. «Пособие по математике для поступающих в вузы», М., «Наука», изд.5, 1976г.
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4. Галийкий М.Л., Мошкович М.М., Шварцбурд С.И. «Углубленное изучение курса алгебры и математического анализа», М., «Просвещение», 1990г.

5. Сборник задач по математике для поступающих во ВТУЗы под редакцией Сканави М.И., изд.5, М., «Высшая школа», 1988г.

6. «Единый государственный экзамен», КИМ математика - 2002, 2003-2004, М., «Просвещение», 2002г. и 2003г.

7. Васильев А.В., Заз А.И. «Математика. Сб задач для поступающих в вузы с примерами решений экзаменационных билетов», М., МГТУ им. Баумана, 1998г.

8. Тесты по математике. Пособие для подготовки к тестированию. М., 1996-2003гг.

Разработка урока алгебры по теме 
«Решение задач с параметрами, 11 класс»
Задачи, сводящиеся к нахождению числа корней квадратного уравнения, удовлетворяющих дополнительным условиям
Цель:
1
повторение расположения корней квадратного трехчлена относительно некоторого числа;

2
применение расположения корней квадратного трехчлена к решению задач с параметрами.

I этап:
организационный момент, объявление темы урока.

II этап:
повторение и иллюстрация основных теорем темы «расположение корней квадратного трехчлена относительно некоторого числа», выяснение ситуаций, когда возникает необходимость их использования.

Для решения задач с одним или несколькими параметрами нет общего алгоритма решения, каждый раз необходимо проводить логические построения, описывающие особенности конкретной ситуации. Однако, есть целый класс задач с параметром, которые сводятся к поиску количества решений квадратного уравнения вида 
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, когда функция f(x) ограничена, и при введении дополнительной переменной t=f(x) на «t» приходится накладывать дополнительные условия.

Если f(x)=sinx или f(x)=cosx, то надо учитывать, -1( f(x)(1, при f(x)=ах надо помнить, что  f(x)>0, а при f(x)=((х - f(x)(0.

В этом случае наличие двух различных решений квадратного уравнение не может быть описано неравенством D>0, где D – дискриминант уравнения, так как эти решения должны удовлетворять дополнительным условиям, которые определяются множеством значений функции f(x).

В курсе алгебры 9 класса мы рассматривали теоремы о расположении корней квадратного трехчлена относительно заданного числа п.
Теорема 1. 
Чтобы два различных корня квадратного трехчлена 
[image: image7.wmf]c
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 лежали по разные стороны от числа п, то есть х1 < п < х2, необходимо и достаточно, чтобы выполнялась система неравенств: 
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Рассматривая две возможные схемы

расположения квадратичной парабо-

лы относительно оси Ох, замечаем,

что коэффициент а и у(п) принимают

значения разных знаков, значит,

  х1
   п
   х2
          х1          п
       х2              х

ау(п)( 0. Условие D>0 гарантирует

наличие двух различных корней у квадратного трехчлена.

Теорема 2. 
Чтобы два различных корня квадратного трехчлена 
[image: image9.wmf]c
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 лежали по одну сторону от числа п, то есть х1<х2<п или п<х1<х2, необходимо и достаточно, чтобы выполнялась система неравенств: 
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í

ì

>

>

.

0

)

(

,

0

n

ay

D


Рассматривая две возможные схемы

расположения квадратичной парабо-

лы относительно оси Ох для случая 

п<х1 <х2, замечаем, что коэффициент а        п      х1
   х2
           п   х1                      х2           х
 и у(п) принимают значения одного 

знака, значит, ау(п)( 0. Условие D>0

гарантирует наличие двух различных 

корней у квадратного трехчлена.

Аналогичный результат получается в случае п<х1<х2. Поэтому важно помнить, что система 
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не определяет по какую сторону от п лежат корни трехчлена, поэтому к системе необходимо добавить условие, которое различает случаи расположения: х1<х2<п и п<х1<х2. Так как абсцисса вершины параболы всегда находится между корнями, то из неравенств х1<xB<х2<п и п<х1<xB<х2 следует, что:

система 
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 гарантирует расположение х1<х2<п , а 
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 - п<х1<х2. Тогда два различных корня квадратного трехчлена 
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 будут лежать между числами п и р, то есть р(х1<х2<п, если  выполняется система неравенств: 
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Рассмотренные теоремы работают для любого квадратного уравнения, но в случае определения расположения корней приведенного уравнения относительно нуля можно использовать свойства его коэффициентов, то есть формулы произведения и суммы корней.

Применим теперь эти теоремы при решении задач.

III этап: Решение задач.

Задача 1: При каких значениях параметра т система уравнений 
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имеет два различных решения.

Решение:
Поскольку первое уравнение системы не содержит параметра, решение системы начнем с него, проводя все преобразования на области определения системы уравнений.
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Очевидно, что число различных решений системы равно числу положительных решений ее квадратного уравнения. Выясним, при каких значениях параметра т уравнение х2+2тх+2т2-1=0 имеет два различных положительных решения, то есть на решения уравнения накладывается дополнительное условие 0<х1<х2.

Во-первых, чтобы это уравнение имело два различных корня, его дискриминант должен быть положительным, то есть должно выполняться неравенство: т2-2т2+1>0 или 1-т2>0. 

Во-вторых, если х1 и х2 - различные корни приведенного квадратного уравнения, то по свойствам его коэффициентов имеем: х1+х2= - 2т, а в силу п<х1<х2 будем иметь –2т>0, и х1х2=2т2-1, причем 2т2-1>0.
Следовательно, уравнение х2+2тх+2т2-1=0 будет иметь два различных положительных решения, если выполняется система неравенств для параметра т:

Таким образом, исходная система будет иметь два различных решения, если 
[image: image19.wmf]).
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Ответ: 
[image: image20.wmf]).
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Повторим еще раз сказанное выше: при решении этой задачи выяснилось, что условие D>0 не дает верного ответа, если на решения уравнения накладываются дополнительные условия: в нашем случае решения должны быть строго положительны. Значит, надо учитывать критерии расположения корней квадратного уравнения относительно нуля. Но, в рассмотренной задаче полученное в результате решения квадратное уравнение является приведенным, а его решения располагаются относительно нуля, следовательно, могут быть использованы свойства его коэффициентов.

Возникает совершенно другая ситуация, если корни квадратного уравнения должны располагаться заданным образом относительно отличных от нуля чисел. Рассмотрим одну из таких задач.

Задача 2: При каких значениях параметра p уравнение 
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 имеет два различных решения.

Решение:

Ясно, что для решения уравнения 
[image: image22.wmf]0
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 надо ввести замену: 
[image: image23.wmf]3
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. Чтобы выяснить пределы изменения новой переменной 
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 рассмотрим ее область определения и множество значений на ней.

Для существования арифметического квадратного корня, входящего в формулу переменной должно выполняться неравенство

4х-х2-3( 0
(
х2-4х+3( 0
(
1 ( х ( 3.

Тогда для множества значений переменной 
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, учитывая, что 4х-х2-3=1-(х-2)2, получим: -1 ( х-2 ( 1, 
и 
0 ( (х-2)2 ( 1, значит -1 ( -(х-2)2 ( 0 и 0 ( 1 - (х-2)2 ( 1, тогда 
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 в силу возрастания функции 
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Переменная 
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 может принимать значения из промежутка [1;3].

Теперь задача свелась к выяснению значений параметра р, при которых уравнение 
 t2-(2p+1)t+4-p=0 будет иметь два различных корня, удовлетворяющих условию 1 ( х1 < х2 ( 3.

Значит, по теоремам о расположении корней квадратного уравнения относительно двух чисел запишем систему, гарантирующую выполнение условия 1 ( х1 < х2 ( 3:

Решая последнюю систему на числовой прямой, получим: 
[image: image30.wmf].
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Таким образом, исходное уравнение будет иметь два различных корня, если 
[image: image32.wmf].
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Ответ: 
[image: image33.wmf]).
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IV этап: Обсуждение домашнего задания.

1. Галицкий М.Л. и др. «Сборник задач по алгебре, 8-9», № 8.120.

Найдите все значения параметра а, при которых все решения неравенства x2-2(a+4)x+4a+13( 0 являются решениями неравенства x2+4|x|-5( 0.
УКАЗАНИЯ: Поскольку решениями двух исходных неравенств являются отрезки, то основным требованием задачи является включение решений первого неравенства в множество решений второго неравенства.

2. Васильев А.В., Заз А.И. «Математика. Сб. задач», 3.3 № 54

При каких значениях параметра т система имеет а) два различных решения; б) единственное решение; не имеет решений: 
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УКАЗАНИЯ: Задача допускает как аналитическое, так и графическое решение, так как второе уравнение системы определяет в координатной плоскости окружность со смещенным центром.
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a<0,


y(n)<0,


D>0.





a>0,


y(n)>0,


D>0.





a>0,


y(n)<0,


D>0.





a<0,


y(n)>0,


D>0.
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